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Resume. Dans ce travail, nous etablissons des mesures d'independance li- 
neaire de logarithmes d'un groupe algebrique commutatif dans le cas rationnel. 
Plus precisement, soit k un corps de nombres et vo une place quelconque de 
k. Soit G un groupe algebrique commutatif defini sur k et H un sous-groupe 
algebrique connexe de G, d'algebre de Lie Lie(fi"). Soit u £ Lie(G(C„ )) un 
logarithme d'un point p de G(k). Dans le cas non-periodique (le point p n'est 
pas de torsion modulo certains sous-groupes de G), nous obtenons des minora- 
tions de la distance de u a Lie(H)®fc C„ qui generalisent en partie les mesures 
deja connues dans le cas d'un groupe lineaire. Les principales caracterisques 
de ces resultats sont d'une part d'ameliorer la dependance en la hauteur log a 
du point p, en supprimant une puissance de log log a, et, d'autre part, d'etre 
valides dans un contexte tres general. La demonstration utilise le formalisme 
des tailles de sous-schemas formels au sens de Bost en association avec un 
lemme arithmetique de Raynaud. Nous avons egalement recours a un lemme 
de Siegel absolu et, lorsque do est ultrametrique, a un lemme d'interpolation 
de Roy. 

Abstract. We establish new measures of linear independence of logarithms 
on commutative algebraic groups in the so-called rational case. More precisely, 
let k be a number field and i>o be an arbitrary place of k. Let G be a commuta- 
tive algebraic group defined over k and H be a connected algebraic subgroup 
of G. Denote by Lie(H) its Lie algebra at the origin. Let u £ Lie(G(C„ )) 
a logarithm of a point p £ G(fc). Assuming (essentially) that p is not a tor- 
sion point modulo proper connected algebraic subgroups of G, we obtain lower 
bounds for the distance from u to Lie(J/) ®fc C„ . For the most part, they 
generalize the measures already known when G is a linear group. The main 
feature of these results is to provide a better dependence in the height log a of 
p, removing a polynomial term in log log a. The proof relies on sharp estimates 
of sizes of formal subschemes associated to H (in the sense of Bost) obtained 
from a lemma by Raynaud as well as an absolute Siegel lemma and, in the 
ultrametric case, a recent interpolation lemma by Roy. 
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Notations et conventions 

Soit g un entier naturel > 1. Pour t = (ti, . . . ,t g ) 6 N 9 , on designe par |t| la longueur 

t\ H (- t g de t, et, si X = (Xi, . . . , X g ) est un g-uplet de variables (ou d'objets mathematiques 

plus generaux, tels des operateurs differentiels), on note X* = X^ 1 ■ ■ ■ Xg" . Si x un nombre reel, 
on note log + (z) = log max {1, a;} et [x] la partie entiere de x. 

Si G est un schema en groupes sur un corps commutatif, tQ ou Lie(G) designe son espace 
tangent a l'origine. Si E est un espace vectoriel, S(-E) (resp. S 9 (E)) est l'algebre symetrique de E 
(resp. la composante de degre g de S(-E)) et P(E) designe le schema projectif Proj S(E). 

Lorsque k est un corps commutatif, on note k une cloture algebrique de k. Soit dorenavant k 
un corps de nombres, d'anneau des entiers Ok, et v une place de k. 



Normes et valeurs absolues. 

• Soit v une place ultrametrique de fc, qui correspond a un ideal premier p de Ok, et p le 
nombre premier qui engendre l'ideal p n Z. On note k v (resp. O v ) le complete p-adique 
de k en p (resp. son anneau de valuation). On munit k v de l'unique valeur absolue 
|- \v qui verifie \p\ v = p . Cette valeur absolue s'etend (de maniere unique) a k v et, 
en particulier, aux extensions finies de k v . Soit C v = C p le complete du corps value 
(k v , \-\v). Si E v est un C„-espace vectoriel de dimension g, alors toute base (ei, . . . , e g ) 
de E v definit une norme ^-adique ||- \\ v sur E v par 



s 

x%ei 

i 



E 



max {tzJu} 

l<i< 9 



Ainsi, lorsque E v = C v est muni de sa base canonique, on note \\3F\lv ou \S] V la norme 
d'un vecteur 3^= (fi, ■ ■ ■ , fg) G : 

\m\v = |3% = max {\fi\v} . 

1<2<9 

• Soit v une place archimedienne de k. On munit C v = C de la valeur absolue usuelle. Si 
3 r = (/i,. . . ,f g ) G C», on note 

(a \V2 
\S\ U := max {\h\v} et \\3\\v := ^ I^H ' 

Avec ces conventions, la formule du produit s'ecrit, Va G fc \ {0}, n„ \ a \v 1 = 1 out) parcourt 
l'ensemble des places de k et [k v : Q„] est le degre local 1, 2 ou [feu : Q p ] selon le caractere reel, 
complexe ou p-adique de la place v. 

Hauteurs. Soit G k 9 \ {0}. La hauteur de Weil (logarithmique absolufl) de IF est 

C'est une hauteur projective (Va G k \ {0}, /ifa^ = h(J')) et elle se prolonge naturellement aux 
points de P 9 ~ 1 (k). La hauteur L 2 de IF est 

Ona/i(30 < /i L 2(30 < h(¥) + ± \og(#3) et l'inegalite de Liouville log \a\ v > -[Q(o) : Q]/i({l,a}) 
(pour toute place t) de Q(a)). Soit ui,...,«tj des vecteurs lineairement independants de Q 9 (muni 
de sa base canonique ei,...,e s ). La hauteur de Schmidt de (v% , . . . , vj) est la hauteur L 2 de 
l'ensemble des coordonnees de Pliicker du produit exterieur v% A • ■ • A d,j dans la base A ■ • • A e; d 
(1 < i'i < ■ ■ ■ < id < g). Cette definition ne depend en realite que de l'espace vectoriel V sur Q 
engendre par les vecteurs v\, . . . , et induit la hauteur de Schmidt h(V) de V (et, par convention, 

M{o}) = o). 



*Comme le seront toutes les hauteurs de ce texte. 
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1. Introduction 

L'objectif de ce travail est d'etablir des resultats generaux — archimediens et 
ultrametriques — de la theorie des formes lineaires de logarithmes dans le cas 
particulier ou le lieu des zeros des formes lineaires est une algebre de Lie algebrique, 
c'est-a-dire l'algebre de Lie d'un sous-groupe algebrique. 

Soit G un groupe algebrique commutatif de dimension g defini sur un corps de 
nombres k et vq une place (quelconque) de k. Le groupe de Lie G(C„ ) possede une 
application exponentielle exp^ o : .% — > G(C Vo ) definie sur un voisinage ouvert 3? Vo 
de dans l'algebre de Lie de G(C Vo ) (notee LieC?(C 1 , ) ou tG(C Vo ) dans la suite). 
Considerons un element u ^ de 3? VQ d'exponentielle p := exp Vo (u) k-rationnelle et 
donnons-nous par ailleurs une norme ||- ||„ sur 3? Vo (de distance associee d,j ) ainsi 
qu'une fonction hauteur h > sur G(Q) (provenant par exemple d'une hauteur de 
Weil sur un espace projectif dans lequel G se plonge). 

La theorie des formes lineaires de logarithmes consiste, dans son aspect quantita- 
tif, a fournir des minorations de la distance d^ (u, V) entre u et une sous-fc-algebre 
de Lie V de Lie(G), en fonction des invariants lies aux donnees introduites (hauteur 
des quantites algebriques, norme de u, degre de k, etc.). Pour qualifier une minora- 
tion de d Vo (u, V), on parle aussi de mesure d'independance lineaire de logarithmes. 
Le donnee principale a laquelle on va s'interesser ici est la hauteur du point p. 

Le cas V = {0} est deja remarquable. Une consequence des resultats presentes 
au § 11.21 est l'existence d'une fonction c\ = ci(G, k,vo, \\-\\v ) > 1j independante de 
p, telle que 

(1) log \\u\\ Vo > ~ama,x{l ,h(p)} 

pourvu que le sous-groupe engendre par p ne rencontre aucun sous-groupe alge- 
brique strict de G(k) sauf en 0. II s'agit d'une variante sophistiquee de Pinegalite 
de Liouville (voir la discussion a la suite du corollaire 1.2 de [16]). Une propriete 
importante de cette minoration est d'etre optimale en la hauteur de p, comme on 
peut le voir en se plagant sur le groupe additif <G a . Pour un espace V quelconque, les 
meilleures mesures connues de logd,j (w, V) en fonction de h(p) sont de la forme : 

(2) logd V0 (u,V) > -c 2 m(ix{l,h(p)} 9/t+e 

ou t est la codimension de V dans LiefG), e > un nombre reel et C2 une fonction 
qui ne depend pas de la hauteur de p (p) . 

Dans cet article, nous montrons que l'on peut supprimer e dans le minorant |(2]) 
dans le cas dit rationnel ou l'algebre de Lie V est algebrique. Nous demontrerons 
le resultat suivant (qui sera rendu plus precis au § ll.2|) . 

Theoreme 1,1. Soit G,k,Vo,\\.\\ Vo ,p,u,V,t les donnees generates introduites ci- 
dessus. II existe une fonction C3 = c^{G, fc,wo, ||m|U ) ayant la propriete suivante. 
Supposons d'une part que le sous-groupe de G engendre par p ne rencontre aucun 
sous-groupe algebrique strict de G (sauf en 0) et, d 'autre part, que V est l'algebre 
de Lie d'un sous-groupe algebrique H de G. Soit b un nombre reel > e tel que log b 
soit un majorant de la hauteur de V . Alors 

(3) logd U0 ( M , V) > -c 3 (logb) 1+s ^ max{l, h(p)} g/t . 

Jusqu'a present, seul le cas d'une puissance du groupe multiplicatif G m et d'une 
forme lineaire (t = 1) a vraiment ete etudie (voir [2, 14, 19, 23, 24, 33, 34, 370) . Bien 
qu'il soit extremement probable que la minoration (J3j) reste vraie en supprimant le 

*La quantite h(pY dans J2J peut etre remplacee par une puissance entiere convenable du 
logarithme de h(p). 

t- Vu la grande richesse de la litterature sur ce theme, il serait vain d'essayer d'entrer dans tous 
les details sans augmenter de maniere exponentielle cette introduction ; le lecteur interesse pourra 
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terme (g + l)/t dans l'exposant de log b, il s'avere que les methodes employees ici 
pour demontrer cette inegalite ne sont pas sufHsantes pour obtenir cela. 



1.1. Donnees generales. Dans ce paragraphe, nous fixons des notations qui se- 
ront utilisees tout au long de ce texte. Certains des theoremes qui vont suivre ne 
seront valides qu'avec des hypotheses supplementaires sur les objets introduits ici, 
hypotheses qui seront alors explicitement mentionnees. 

Soit n un entier naturel > 1, k un corps de nombres de degre D et vq une place 
quelconque (archimedienne ou ultrametrique) de k qui sera privilegiee par la suite. 

Soit Gj.,..., G n des groupes algebriques (connexes) commutatifs definis sur k et 
gi,...,g n leurs dimensions respectives. Soit : d <-> P k * un plongement de Gi 
dans l'espace projectif P fe En particulier, les degres et fonctions de Hilbert-Samuel 
geometriques consideres dans la suite sont relatifs aux faisceaux 0^(1), 1 < i < n, 

induits par ces plongements. Notons G le groupe G\ X • • • x G n , g := g% H h g n 

sa dimension et $ le plongement de G dans le produit des P k * induit par les <&;. 
Soit Gi — > Spec Ok [l/m-i] (rrii G N \ {0}) un schema en groupes lisse et dont la fibre 
generique Gi X Spec(/c) est (isomorphe a) Gi. Quitte a restreindre Gi a un ouvert 
plus petit, nous pouvons supposer d'une part que rrii est le meme entier m pour tous 
les i et d'autre part que l'anneau Ofc[l/m] est principaQ. Soit G — > SpecOfc[l/m] 
le modele lisse de G induit par les Gi- Fixons v une place de k et i G {1, . . . ,n}. 
Considerons exp ; v une application exponentielle du groupe de Lie w-adique Gi(C v ), 



se reporter au livre de M.Waldschmidt [33] dont, en particulier, le § 10.4 « The state of the Art » 
ainsi que les pages 545 a 547 qui retracent les principales etapes de l'histoire du sujet. 
*Si bien qu'un 0/Jl/mJ-module projectif (de type fini) est necessairement libre. 
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definie sur un voisinage ouvert de dans 4g 4 (C v ). Lorsque v est une place archime- 
dienne, il est bien connu que cette application se prolonge en un morphisme analy- 
tique a tout l'espace tangent £g 4 (C-u) et definit ainsi une application C^-analytique 
expj : td (C v ) Gi(C v ) surjective. Lorsque v est ultrametrique, ces proprietes ne 
sont plus vraies en general. Notons alors dans ce cas 3^ >v un sous-groupe ouvert de 
iGj(Gu) tel que exp 4 v realise un diffeomorphisme analytique de 3^ tV sur son image 
(ouvert de Gi{C v ) contenant l'element neutre). Dans la suite, l'exponentielle 
expi v sera l'application restreinte ^i tV — > ^%,v Afin d'uniformiser les notations, 
nous ecrirons encore ^t. v = ta^Cv) (resp. = Gi(C v )) dans le cas archimedien, 
bien que l'exponentielle « restreinte » ne soit plus alors un diffeomorphisme (en 
general). L'espace tangent a l'origine tg i de Gi est un Ofe[l/m]-module libre (car 
projectif, voir note de bas de page) de rang g t et tg est egalement libre de rang 
g. Soit e = (ei, . . . , e g ) une base sur Ofc[l/m] de tg obtenue par concatenation de 
bases des tg t , 1 < i < n. Quitte a multiplier chacun des par une puissance suffi- 
samment grande de m, nous pouvons supposer que, pour toute place ultrametrique 
v, le disque ouvert 



D(0,r p ) = { z = zid H h z g e g e t G (C v ) ; max \zj\ v < r p 

{ 1<J<9 

ou r p := |p|y' p 1 ', est inclus dans 5^ := 2?\. v x •■■ x ^"„ lV . En effet, il existe 
un entier uq > 1, ne dependant que de (Q, m), pour lequel, en toute place v, le 
developpement en serie de l'exponentielle de G(C V ) au voisinage de s'ecrit 

n! 

neNs 

avec a niV S O v [l/m], polynome en 1/m de degre < no|n|. Aux places v \ m, 
on a a n ^ v £ O v et Ton sait que le disque D(0,r p ) est contenu dans le domaine 
de convergence strict de cette serie. Si v | m, on se ramene au cas precedent en 
considerant les coordonnees de z dans la base m n °e de ta(C v ). 

L'exponentielle exp^ :— (exp x v , . . . , exp„ v ) de G(C V ) munie de la base e est 
appelee dans la litterature exponentielle normalisee (cela fixe un isomorphisme de 
°i/ v := ^i. v x • • ■ x f„ it avec un groupe standard selon la terminologie de Bour- 
baki [9], III, § 7, n°3). La base e confere egalement a tc(C v ) une structure d'espace 
vectoriel norme, par transport de la structure hermitienne (v archimedienne) ou 
de la norme du sup (v ultrametrique) fournie par la base canonique de (voir 
§ Notations et Conventions). Nous notons ||- || v (resp. d v ) cette norme sur to(Cv) 
(resp. la distance associee a cette norme). 

Considerons un poinlQ p = (px, . . . ,p n ) de G(k) n % Vo ainsi qu'un logarithme 
u = (u\, . . . , u n ) S S?v de ce point : 

exp t)0 (u) = p . 

Soit V un sous-espace vectoriel de l'espace tangent ta(k), de codimension t > 1 
(ce qui suit est trivial et denue d'interet lorsque t — 0, c.a-d. V — tc(k)). 

HYPOTHESE : Dans tout ce texte, nous supposerons que V est l'algebre de 
Lie d'un sous-groupe algebrique connexe H de G. 

En d'autres termes, l'espace V est une algebre de Lie algebrique au sens de [13] (II, 
§ 6, 2.4, p. 262). 



*La lettre p designe a la fois ce point et le nombre premier qui divise vo. Mais cette maladresse 
ne devrait pas creer d'ambigui'te. 
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Importante convention. Dans toute la suite, le mot « constante » qualifie un 
nombre reel > 1 qui ne depend que de G, <£>, Q, m, e, (d v ) v , Vo, c'est-a-dire du groupe 
algebrique G et des donnees satellites autour de G. Partant, ce nombre reel est 
independant de k (il ne depend que d'un corps de definition de G), de p, u, V etc. 
Une telle constante sera designee par la lettre c munie d'un indice. 

1.2. Resultats. Les theoremes que nous allons enoncer ici concernent tous le cas 
rationnel, comme nous l'avons mentionne dans l'introduction. 

Fixons auparavant quelques notations supplementaires. Pour i £ {1, . . . , n}, le 
plongement (en tant qu'espace quasi-projectif) de Gi dans P^ 1 fournit une hauteur 
de Weil h sur l'ensemble des points Q-rationnels de Gi (dont, en particulier, pi). 
Nous noterons encore h la hauteur induite sur G(Q). Soit pi l'ordre analytique de 
Gi defini comme suit : p, = 1 si Gj est un groupe lineaire et pi = 2 sinon (c'est-a-dire 
lorsque Gi a une composante abelienne non triviale). Soit y £ {0, 1} un parametre 
tel que y = lorsque G est une variete semi-abelienne et y = 1 sinon. 

Dans le cas archimedien, l'enonce le plus general que nous obtenons est le suivant. 

Theoreme 1.2. II existe une constante C4 > 1 ay ant la propriete suivante. Suppo- 
sons que vq est une place archimedienne. Soit e un nombre reel > e et a un entier 
naturel superieur ou egal a D max {1, h(V)}/ log e. Notons Uq le nombre reel 

( D ( £) W 1 /* 
Uo :=(aloge) a v + log e 



log e \ log e / 
(4) « / D max {h(s Pi )} + (ta\\ui\\ Vo y*\ m,t 



n 



0<s<c 4 a 



a log e 



Supposons que pour tout entier s € {l,...,C4d} et tout sous-groupe algebrique 
connexe G' de G verifiant ta> + V ^ <g on ait s(pi, . . . ,p n ) G'(k). Alors 
u £"V ® 0o C et 

(5) \ogd Vo (u,V) > ~c 4 U ■ 

Formellement, ce resultat est tres proche de celui enonce avec t — 1 dans le 
theoreme principal de [15]. Hormis la disparition de la hauteur d'une Q-base de 
k, c'est surtout la definition de l'entier a qui change radicalement. Dans Particle 
en question, cet entier etait (en substance) log h(p) alors qu'ici il depend du 
sous-espace V mais pas du point p. Sachant qu'il existe une constante C5 pour 
laquelle h(spi) < c§s pi max {1, h(pi)} pour tout entier s > 1, Ton deduit aisement 
de la definition de Uq la dependance standard en h(p) decrite dans l'introduction. Si 
n = 1, nous pouvons regarder la dependance minimale en h(p) de Uq, c'est-a-dire 
choisir e (qui est le seul parametre vraiment « libre » du theoreme 1 1 -2|) de sorte 
que Uq, comme fonction uniquement de h(p), soit minimal. Avec des considerations 
elementaires, on s'apergoit que, dans cette optique, le meilleur choix pour e est 
e-y/maxjl, h(p)}, ce qui conduit a l'estimation 



:{l,h(p)} \ 9/t 



(6) logd„ (u,F) > -ce , 

\log maxje, hyp)} 

ou cq est une fonction des donnees qui ne depend pas de la hauteur de p. Si nous 
comparons cela a la consequence 1.3.3 de [15] (ecrite avec t = 1), nous constatons a 
nouveau la disparition d'un logarithme de h(p) (qui etait au numerateur du membre 
de droite de ((6])). Autrement dit, nous verifions ainsi que l'amelioration en h(p) est 
bien une caracteristique intrinseque de la mesure |(5]) et non pas le simple effet d'un 
choix different de parametres dans deux enonces « semblables ». 
Nous avons egalement une version ultrametrique de l'enonce 11.21 
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Theoreme 1.3. II existe une constante cj > 1 ayant la propriete suivante. Sup- 
posons que vq est ultrametrique et que \\u\\ Vo < r 2 , (oil, rappelons-le, p est la carac- 
teristique residuelle de vq et r p — p^Vfp- 1 ) ). Considerons un nombre reel t dans 
I'intervalle ouvert }l,rp/\\u\\ Vo [. Soit a un entier naturel verifiant 

Umax {1, h(V)} + log+giogQ;))- 1 ) 

a > • 

logr 

Notons Ui le nombre reel 
(7) 

D max {h(spi)}' 

<« i»* 1 + " > ( «" - r~. ^ (>- — )) 1 I I i + °-\Z gx 




9i/t 



Supposons que pour tout entier s G {l,...,C7d} et tout sous-groupe algebrique 
connexe G de G tel que to'+V to on ait s(pi, . . . ,p n ) $ G'{k). Alors u V®C VQ 
et log d Vo (u, V) > -c 7 Ui. 

Remarques 1.4. 

1) Les differences entre les versions archimedienne et ultrametrique resident 
d'une part dans le changement de e par r et d'autre part dans une contrainte 
plus forte sur l'entier a dans le cas ultrametrique. Par ailleurs, toujours dans 
ce cas, la norme ||uj||i, du logarithme Uj n'apparait plus. 

2) Soulignons que cette minoration ne devoile pas la dependance en la place 
vq, dont une partie est dans la constante ey, non explicite. 

Si la litterature est assez riche et variee en analogues p-adiques de mesures d'in- 
dependance lineaire de logarithmes lorsque G est un groupe lineaire (en particulier 
grace aux travaux de Yu [35-37]), elle est en revanche beaucoup plus reduite si G a 
une partie abelienne, voire meme inexistante lorsque, comme ici, G est quelconque. 
Mentionnons la serie d'articles de Bertrand [3-5] (la derniere reference est un article 
en commun avec Yu. Flicker) a la fin des annees 70, ainsi que le resultat de Remond 
& Urfels [25] qui traite le cas du produit de deux courbes elliptiques. 



2. QUELQUES MOTS SUR LA DEMONSTRATION DES THEOREMES 11.21 ET 11.31 

Nous n'allons pas expliquer ici le schema de la demonstration, somme toute assez 
classique, fonde sur la methode de Baker revisitee et approfondie par Philippon & 
Waldschmidt [22]. La demarche est rappelee au debut du §[H Nous voulons plutot 
degager de fagon elementaire la difficulty technique sur laquelle achoppaient les 
preuves dans le cas du tore pour le passage a un groupe algebrique quelconque. Nous 
en profiterons egalement pour mettre en lumiere certaines modifications techniques 
de la demonstration, qui la simplifient (dans une certaine mesure), mais au prix, il 
est vrai, de l'hypothese sur le point p deja rencontree dans renonce ll.il 

Commengons done par expliquer l'idee fondamentale du cas rationnel usuel dans 
qui conduit a de meilleures mesures d'independances lineaires de logarithmes. 
Pour cela, simplifions la situation au maximum et ne conservons que G = G^, 
la forme lineaire Z2 — bz\ (b S Z, z\,Z2 coordonnees sur Lie(G)) et le point p = 
(a\,a2) S (k \ {0}) 2 de logarithme (7/1,^2). Autrement dit, nous nous interessons 
a la forme lineaire en deux logarithmes A = — bu±. Les preuves « classiques » 
qui menent a une minoration de lA^ reposent sur l'etude des derivees (divisees) le 
long de la droite Z2 = bz\ d'un certain polynome exponentiel (z±, z 2 ) — > P(e Zl , e 22 ) 
(P 6 k[X, Y]) en les points s- (tii,^), s € N. Par translation sur le groupe G, Ton 
peut se ramener a s = et le resultat clef qui permet d'exploiter l'hypothese b € Z 
est le suivant. 
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Fait 2.1. Soit P € Z[X, Y], b un entier et £ un entier naturel. Supposons que 
I 'application z i— > P(e z ,e bz ), analytique au voisinage de 0, s'annule a I'ordre £ en 
0. Alors le nombre 

M K^)' p(eV> ' )i ^ 

est un entier relatif. 

II y a au moins deux preuves assez differentes de ce resultat. La premiere utilise 
les polynomes binomiaux 

(9) A (X):=1, A n (X) ;gB *(* + !)• "(* + "- {n eN\{0}) 

qui prennent des valeurs entieres aux points entiers. En considerant un monome 
X r Y3 qui intervient dans P (avec le coefficient pij 6 Z), la derivee £ eme de 
z i— > e ( l +i b ) z en vaut (i + jb) e /£l. Ce terme est la somme de Ag(i + jb) et d'une 
combinaison lineaire de (i + jb) h avec h < £ dont les coefficients ne dependent que 
de £. L'hypothese sur P se traduit alors par Pegalite entre le coefficient et 

(10) J^pijAeii + jb) , 

manifestement un entier, ce qui conclut la preuve. Aussi astucieux soit-il, ce procede 
comporte neanmoins une limitation consubstantielle puisque b ne peut etre qu'un 
entier (ou au pire un nombre rationnel), faute de quoi il est difficile d'envisager une 
generalisation. La seconde preuve du fait l2.1l que nous connaissons est basee sur un 
changement de variables. On pose T = e z — 1. Comme b € Z, chacune des fonctions 
e (i+jb)z _ q _|_ j<y+jb a pp ar tient a l'anneau de series formelles Z[[T]]. II en est 
done de meme pour P(e z ,e bz ) et l'hypothese sur P implique que le coefficient |(8]) 
est egalement le coefficient de T l dans ce developpement. C'est done un entier. 
Contrairement a la demonstration precedente, cette methode peut etre generalisee 
a un groupe algebrique quelconque. D'ailleurs, rappelons que ce passage de la va- 
riable z (sur Lie(G m )) a la variable T (sur G m ) et ses repercussions arithmetiques 
constituent la cheville ouvriere des recentes avancees dans le domaine des formes 
lineaires de logarithmes (voir [11,15]), mais aussi dans les questions liees a Palge- 
bricite de feuilles formelles [8,17]. C'est cette observation qui apporte l'essentiel des 
resultats nouveaux de cet article. 

II me faut signaler cependant qu'une difficulte technique echappe a l'analyse du 
cas d'un tore telle que nous venons de la faire. Dans le cas general, nous avons besoin 
de modeles lisses des groupes G et H (rappelons que V — Lie(H)) sur des anneaux 
de la forme Ofc[l/m], ou m est un entier > 0. Si pour le groupe G cela ne pose 
aucun probleme (m depend de G), le groupe H, quant a lui, admet un modele lisse 
mais sur un anneau localise O^l/ram'] avec m' un entier qui depend a priori de H . 
Par consequent, il est important de controler l'entier m' fonction du modele de H . 
Cela revient a avoir des estimations p-adiques de nombres algebriques plus generaux 
issus de ([8]) qui soient les plus precises possible et qui tiennent compte du modele 
choisi pour H. C'est pourquoi nous emploierons un formalisme particulierement 
adapte a cette exigence, decrit par Bost au § 3.1 de [8]. Le langage geometrique 
de ce formalisme, qui s'exprime en termes de « tailles de schemas formels lisses », 
eclaire le role exact joue par le choix du modele de H. Mais la difficulte technique 
evoquee ne disparait pas pour autant dans ce langage. Un theoreme de Raynaud, 
donnant un condition pour que l'inclusion entre varietes abeliennes se prolonge en 
une immersion fermee pour les modeles de Neron correspondants, permet alors de 
controler tres precisement l'entier ml . Nous detaillerons tout cela au § 14.21 
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Cet argument arithmetique crucial s'accompagne d'une double utilisation d'un 
lemme de Siegel absolu, a la fois pour batir le « classique » polynome auxiliaire 
requis par la demonstration de transcendance mais aussi pour fixer une fc-base de 
V = Lie(H), de « petite » hauteur, qui restera la meme a chaque etape de la preuve. 
Ce dernier point evite le recours a certaines bases orthonormees de Lie(G) (g>„ C et 
les controles de changements de bases subsequents, qui intervenaient auparavant. 
Quant a construire le polynome auxiliaire de la sorte, cela procure l'avantage de 
supprimer la quantite Dh(^i, . . . ,£d), ou £i,...,£d est une Q-base de k (i.e., de 
maniere equivalente, le logarithme du discriminant absolu de k, cf. [28]), qui ap- 
paraissait dans les mesures de [15]. L'emploi d'un lemme de Siegel absolu dans le 
contexte des formes lineaires de logarithmes nous avait ete communique par S. Da- 
vid (voir [1,11]). II remplace le lemme de Thue-Siegel dont on se servait d'ordinaire. 
Nous le presentons au § 13.71 et nous Pappliquons aux § 14.1. 31 et 14. 41 Tous les bienfaits 
de ce lemme pour la demonstration (a commencer par la clarte meme de l'argumen- 
tation) sont malheureusement un peu ternis par une difficulte technique que je ne 
sais pas surmonter sans supposer que le groupe engendre par le point p ne rencontre 
aucun sous-groupe strict de G(k) sauf en 0. Nous avions deja ete contraint d'emettre 
ce type d'hypotheses lorsque nous avions mis en ceuvre la methode des pentes, qui 
elle, pourtant, ne requiert aucun lemme de Siegel (voir [16]). Le point commun aux 
deux approches est un certain sous-cas, appele cas periodique, que je ne sais pas 
integrer dans les preuves, bien qu'il fut deja resolu de maniere tres astucieuse par 
Philippon & Waldschmidt dans leur article [22], grace a une extrapolation (a la 
maniere de Gel'fond) sur les derivations. 

3. Preparatifs 

La demonstration des theoremes 11.21 et 11.31 requiert plusieurs enonces d'interets 
independants que nous presentons dans cette partie. 

3.1. Mise en place de donnees supplementaires. Considerons le groupe G a x 
G, le point q — (l,p) £ (G a x G)(k) et le sous-espace vectoriel W de i(j a © to 
defini par t& a ffi V. L'element 1 © u £ ^(C^) © 3F Vo est un logarithme du point 
q. Pour uniformiser les notations, nous posons Go := <G a et u := 1. Par ailleurs, 
considerons un entier i compris entre 1 et n. Soit 4>i un plongement de Gi dans 
l'espace projectif du type de ceux construits par Serre [30]. Quitte a effectuer 
un changement de coordonnees, nous pouvons supposer que l'element neutre de Gi 
est represente par (1 : : • • • : 0) € P^. Soit x £ Gi(C Vo ) et (xo x^) les 

coordonnees de On note 

(11) A« = (^ ) (X,Y):...:4 ) Ari (X,Y)) 

une famille de polynomes (a coefficients dans Va ^)) qui exprime la loi d'addition de 
Gi au voisinage de x. Dans cette formule, X et Y sont des (iVj+l)-uplets de variables 
et chacun des ^(X,Y), < j < iV,, est homogene de mgme degre sur chacune 
des variables X,Y, inferieur a une constante c&, qui peut 6tre choisie uniforme 
en x (quasi-compacite de Gi) et en i (nombre fini). Cette constante ne depend 
que de (G, i>). Dans la suite, pour ne pas alourdir excessivement les notations, 
nous omettrons souvent la reference a a: en indice et nous ecrirons Aj au lieu de 

A^j. Soit v une place quelconque de K. II est possible egalement de representer 
l'exponentielle w-adique de Gi(C v ) par des fonctions (8v,i,j)o<j<Ni) analytiques et 
sans zeros communs dans telles que (^u,i,o(0), . . . , 0D,t,jv«(O)) = (1,0, . . . ,0) : 



exp i;V (z) = (6 v ,i,o(z) : • • • : 6 v ,i,Ni(z)), z £ &i,v 
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Nous noterons 

e v ,i (6 Vti ,o(z), e Vti , Ni {£)) e c^ +1 

et, si j est un entier naturel inferieur a AT i; 

Bien que ce soit un abus de notations, nous nous permettrons d'ecrire ces formules 
pour z G SF V au lieu de la i eme composante de z sur .5^. Comme nous l'avons vu 
au § SHI lorsque v est ultrametrique, le choix de la base e permet d'ecrire chacune 
des coordonnees 9 v ,i,j(z) sous la forme d'une serie J2 n a "^,' ,J z" ou z = (zi, . . . , z gi ) 
sont les coordonnees de z dans la base e et a n . v sj S £V De plus, lorsque u est 
archimedienne, les fonctions O v ,i,j, < j < Ni, sont d'ordre analytique < pt et il 
existe une constante eg > 1 telle que, pour tout entier i £ {l,...,n}, pour tout 
vecteur 2 de on ait 

(12) - c 9 (l + ||zy« < log max |^,<j(2f)| < c 9 (l + ||z|| t ,) ft . 

0<j<Ni 

La fc-structure de l'espace tangent £g 4 entraine une stabilite par derivation (selon un 
vecteur de tCi(k)) de l'anneau k[(0 Vi i t j /^«,»,o)o<j<jv 4 ]- Ces proprietes seront utilisees 
aux paragraphes 14.21 et 14.31 

Dans la suite nous noterons P l'espace multiprojectif P 1 x P Nl x • • • x P Nn (le 
corps de base etant k, k ou Cu selon le contexte). II est naturellement muni du 
faisceau canonique 0p(l, . . . , 1) et, si V est une sous-variete (fermee) de P, l'entier 
degV (resp. le polynome H(\Z]X , ■ ■ ■ ,X n )) designe le degre (resp. le polynSme de 
Hilbert-Samuel) de V relatif a ce faisceau. On considere egalement le multidegre 

*fi(\i v y \ (a- \/M v H(V;a.X , . . .,a.X n ) 
Jr(V;X ,...,X n ) := (dimV)! lim -jt— r, 

et on etend cette definition aux sous-schemas integres de P en prenant l'adherence 
de Zariski dans P. Le plongement Go x G P permet alors de definir le polynome 
J4?(G'; Xq, ■ ■ ■ ,X n ) pour tout sous-schema en groupes G' de Go X G. Rappelons 
que ses coefficients sont des entiers naturels de somme egale a degG'. 

3.2. Parametres et choix d'un sous-groupe. Soit x, D$, D\, . . . , D ril T, Go 

des nombres reels strictement positifs et < So < S des entiers. Posons, pour 
chaque entier i 6 {0, . . . , n}, Df := xDi et Di := [Df], ainsi que T := [T]. Nous 
supposerons que l'entier T est non nul. En guise de support a l'intuition, mention- 
nons que x est une variable « d'ajustement », les Di des degres de polynomes, T 
un ordre de derivation, S un nombre de points (tous multiples de q) et Go une 
constante positive (que Ton peut prendre entiere) plus grande que toutes celles qui 
interviendront dans ce texte. 

Lorsque G' est un sous-groupe algebrique de Go x G, on note A' := codim^ WC\ 
tc et r' := codmi^G'. 

Definition 3.1. Soit G' un sous-groupe algebrique connexe de Go x G tel que 

tc +W ^ <g q xg- On definit 



A(G') := 



' TX ' card ( Sq %?)' ik) ) ' D *> ■ ■ ■ ' D «) ' 



G ^(G x G ; D , . . . , D n ) 
et B(G') := A(G')^~ max {1, A(G')}$ . 
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Remarquons alors que l'ensemble 

{B(G') ; B(G') < B({0}) et t G , + W ? t GoxG } 

est fini. En effet, si B(G') < B{{0}) alors A(G') < B({0}) done Jf(G' ; D Q , . . . , D n ) 
et par consequent deg G' sont bornes. Le degre de G' etant un entier, il n'y a qu'un 
nombre fini de valeurs possibles pour lui et comme les coefficients du polynome 
J$?(G' ; Xq, . . . , X n ) sont des entiers compris entre et deg G", il n'y en a egalement 
qu'un nombre fini. II est alors clair que B(G') ne prend qu'un nombre fini de valeurs 
lorsque G' varie (parmi les sous-groupes tels que B(G') < B({0})). Cela justifie la 
definition suivante. 

Definition 3.2. On definit le nombre reel strictement positif 

X := min {B(G')\ 

t G ,+w^t GaxG 

ou G' varie parmi les sous-groupes algebriques connexes de Gq x G tel que tc + W 
est strictement inclus dans l'espace tangent t Go xG- On note egalement G un sous- 
groupe parmi les G' en question tel que x — B(G). 

Lemme 3.3. Supposons qu'il existe un sous-groupe algebrique connexe Hi C GqxG 
tel que tn x +W^/= ta xG et A(Hi) < 1. Alors x < 1 et pour tout sous-groupe 
algebrique connexe G' de Go x G verifiant tc + W ^ ^g xg, on a 
(13) 

~ v ^ q (Sn_G'(k) ^ ^ {G , ^ ^ Cq ^ (Go x G; Df, . . .,D*) ■ 

De plus, cette inegalite est une egalite pour G = G. 

Demonstration. De l'existence de Hi, on deduit immediatement que B{H\) < 1 et 
done x < 1. Par ailleurs, pour un schema en groupes G' qui verifie les hypotheses 
de l'enonce, considerons le nombre reel 



T A' card ( s -(g,+g'W ) M>{G> ;D*,..., D#) 
13 G' ; 77 77 



C ,J^(G xG;D*,...,D% 

On a x r 13c — A{G') r _A par homogeneite de M" '. 

• Si A(G') > 1 on a 15 G , > l/x r ' > 1. 

• Si A(G') < 1 on a B(G') = A{G') L ~^~ > x done encore U G , > 1. 

Cela demontre l'inegalite (fT3|) . De plus comme A(G) < 1 (sinon x — B{G) serait 
> 1), on a x = A{G)~^ puis ISg = 1 et il y a done bien egalite dans (fT3| pour 
G. a 

3.3. Rang d'un systeme d'equations lineaires. Soit (Po = 1, Pi, ... , Pd ) une 
base de k[X]<£> et D = (D 0} . . . , D n ). Considerons l'espace vectoriel fc[P]o des 
polynomes multihomogenes en les variables Xj = (Xq \ ...,X^'), < i < n (en 
posant A^o := 1), de multidegres D. Lorsque v est une place de k et 

n 

\\i\=Di i=0 

(A = (Ao, • • • , A„) e n"=o N Ni+1 , p\ S k), nous noterons Fp iV , ou plus simplement 
F s'il n'y a pas d'ambigui'te, l'application 

n 

(i4) ^izh^^Hb^,) 

A 1=1 



12 



ERIC GAUDRON 



definie pour z — (zq, z±, . . . , z n ) € C„ x 5„ et a valeurs dans C v . Dans cette 
expression, nous avons identine Pelement Ao £ N 2 de longueur D avec sa projection 
sur {0} x N, notee aussi Ao (nous commettrons souvent cet abus de notation). Nous 
noterons (p\) les coefficients de P dans la base induite par P\ Q , ce qui se traduit 
pour Fp :V par 

n 

A i=l 

Soit E la composante de degre D de l'espace vectoriel k[P] quotients par l'ideal des 
polynomes identiquement nuls sur Go x G (c'est-a-dire tels que Fp soit identique- 
ment nul). Soit w = (wq, ■ ■ ■ , Wg-t) une base de W et V Wi l'operateur differentiel 
associe a Wi. Soit S\,T\ des entiers naturels non nuls. Considerons le systeme 

(15) V(s,t) e N x N dimW ; < a < Si, |r| < T x , VlF P>V0 { S) su) = 

en les variables q\ ou, de maniere equivalente, en les variables p\. En considerant 
un sous-groupe algebrique G' de Go x G, nous allons majorer le rang p du sys- 
teme lfl"5|) en fonction de G' . Pour cela, nous adoptons la meme demarche que celle 
du lemme 6.7 de [22] (voir aussi la preuve du lemme 6.1 de [10]). Soit w' une base 
d'un supplemental de W fl tc dans W et A' = dim — dim(W' fl tc)- Avec ces 
donnees, on montre que p est inferieur au rang du systeme 

V(s,r) € N x N v ; < s < Si, |r| < 7i, Vl,P(sq + G') = 0, 

et done aussi plus petit que 

card{reN V ; |r| < T x } X card (M^ll^p^^ dim (C„ [P]//(G')) 2D . 

En vertu d'un theoreme de Nesterenko [20], le dernier terme est lui-meme controle 
en fonction de Jtf 3 (G 1 ) : 

dim (C„ [P]/J(G')) 2D < do JP(G'; D' ,..., D' n ) 

ou D- := max{l,£>i} et cio est une constante (explicite). Nous obtenons ainsi 
l'existence d'une constante di telle que 

(16) p < cuT? ^rd (M^_±p^ D ' 0> . . . , D' n ) . 

En appliquant ce resultat au sous-groupe G' — G introduit dans la definition 13.21 
nous avons la 

Proposition 3.4. Supposons que sq $ G{k) pour tout s 6 {1, . . . , S}. Alors le rang 
p du systeme l[T5|) avec Si :— Sq et T\ :— 2(g + 1)T verifie 



C 3 /2 ^(G;D' 07 ...,D' n ) 



P<~u s 

Demonstration. En effet la derniere assertion du lemme l3~3l permet de simplifier la 
majoration lfT6|) en 



card 



/ S g (5p)+G(fc) \ 
V G(fe) J 



p < diG ^ w - - / ^(G; D , . . . , Di) 

P ~ card ^g^ ) °' 

car chacune des applications partielles 

a;, i * (G;x , . . . , x n )/Jif (G; x , ...,«„) 

est decroissante (voir propriete 4.4, p. 414, de [18]) et Df < 2D[. Pour conclure, 
nous utilisons l'hypothese faite sur q. □ 
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Remarque 3.5. L'hypothese sur q correspond a celle faite sur p dans les theo- 
remes fl~2l et 11.31 et elle n'intervient dans toute la preuve qu'a cet endroit precis. 



3.4. Remarque auxiliaire (non-nullite du max {A})- 

Lemme 3.6. Supposons que x < 1 et que sq $ G(k) pour tout s 6 
{1, . . . ,Codeg(Go x G)}. Si les deux conditions suivantes sont satisfaites 

(1) S> C deg(G x G), 

(2) f(S + 1) max {A} > C deg(G x G)A, 

l<i<n 

alors les entiers Di, 1 < i < n, ne sont pas tous nuls. 

Demonstration. Par construction, il s'agit de montrer que max {xDi} > 1. Comme 

l<i<n 

x = B(G) = A{G) 2 ~^ (car precisement x < 1 par hypothese), on a 

, T x card ( Sg( g^ ) ^{G ; A, . . . , A) max {A}' 

(17) or max {A}] = 

V i<*<» / C ^(G xG; A,---,A) 

Soit 7r : Go x G — > Go la projection canonique sur Go et ir : Gq x G — > G celle sur 
G. Si 7T (G) = {0} alors G = {0} x tt(G) done 

• card ( ^g^^ ) = S +1 (car la premiere composante de q est 1), 

• A > 1 (car sinon W C £g et on aurait £g S ^r (G) = 

• jr(G ; D , . . . , A) > min • • • 5*« } 

o<V<»j 

et de la formule (fT7|l on deduit 

y v r f (S + 1) max {A} 

(18) ( x max {A} ) > = 

V i<*<» / G deg(G x G) A 

et cette derniere quantite est superieure a 1 par hypothese. 
Si 7To(G) = Go on a alors 

(19) Jt?(G; D , . . . , A) > A min {D? ■■■£>%} 

«lH H«=dimG-l 



et 



(20) Umax {A}) > ^ ^ ' ' > 1 



f*cardf s - (S)+5( ^ 



i<i<n / G deg(G x G) 

par hypothese. □ 

3.5. Lemme de multiplicites. Rappelons que si w = (wq, . . . , w g -t) designe une 
base de W, on note V Wi l'operateur differentiel associe a to,. L'objet de ce para- 
graphs est de montrer que, sous des hypotheses « minimales » (en particulier sans 
la necessite d'un choix tres precis des parametres a cette etape) et grace au lemme 
de multiplicites de Philippon [21], il est possible d'amrmer que le systeme 
(21) 

V(m,t) eNx N dimW/ , < m < (g + l)S, |t| < (g + l)T, D^Fp,^ (m, mu) = 
n'admet pas de solution polynomiale P non nulle (les notations sont celles du § I3.3|l . 
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Lemme 3.7. Supposons que les entiers D\, . . . ,D n ne sont pas tous nuls et que 
x < 1. Supposons egalement que, pour tout sous-groupe algebrique G' de G tel que 
tc + V 7^ to, pour tout entier s G {1, . . . , Co}, on ait sp G" G'(fc) et supposons enfin 
que 

(22) f > d a max | - D n , 1 j 

avec C12 = 8 s (degGo x G) YYi=i degG^. ^4k>rs n'existe pas de polynome P G 
-^i>o \ {0} ^ <Z Me ^ a derivee T>^Fp tVo (m,mu) soit nulle pour tout (m,t) G N x 
N dimW , < m < (g + 1)5 et |t| < \g + l)T. 

Demonstration. Supposons qu'un tel polynome P ^ existe. Alors, d'apres le 
lemme de multiplicities [21], il existe un sous-groupe algebrique connexe et strict 
G' de G x G tel que 

<2<>J4?(G xG;D' ,...,D' n ) 

ou, rappelons-le, A' = codim^/ W (1 tc et D[ = max {1, Nous allons examiner 
separement les cas to' + W = £g xg et tc> + W ^ iG xG afin de conclure que G' 
ne peut pas exister. 

Si tc +W — ta xG alors A' = r' = codimG oX G G' et l'inegalite 11231) entraine 

T r ' <29(deg(G xG))max{D ,...,D n } r ', 

ce qui contredit l'hypothese ([22| lorsque y vaut 1 (cas general). Dans le cas semi- 
abelien (y = 0), le groupe G' s'ecrit G x A avec G C G et ^4 C G. Si G' = G 
alors l'inegalite f23|) implique 

T r 'jf(A; D[,...,D' n )< 2^(deg(G x G))(£>i) 91 ■ ' ' TO 9 " 

ce qui est incompatible avec T > 4 9 (deg(Go x G)) max {Di, . . . , D n }- Si G = {0} 
alors _ 

card (hW + *®)= 5 + 1 

v G'(fc) y 

et ((23j) devient 

T r '(5 + 1)^(A; Di, ...,D' n )< 2° (deg(G x G))C Pi) 91 • • • TO 9 " 

ce qui implique T r '(5 + 1) < 2 9 (deg(G x G))D' Q max {Di, . . . , D n } r , ce qui est 
encore impossible d'apres l'hypothese i(22|) . Ce cas ne peut done pas se produire et 
on a necessairement tc + W ^ tc a xG- Soit alors 1 < Ki < • • ■ < < n les entiers 
pour lesquels D Ki ^ 0, 1 < i < h et notons 7r K : Go x G — > n<=i ^«» la projection 
canonique. 

Si Z? = 1, on a 

(24) (dimTX')) ^ (7r " (G ' ); ^ ' • • • ' DkJ ~ ^ (G ' ; • • • ' 

ce qui entraine via lj23|) 

v / E g (5) + G'(fc) \ ^(7r B (G);J> M , ...,£>. J 

I G'(fe) J - Cl3 ^(7r K (G');^ Kl ,...,^J 

avec 

= 23 (g + 1 ) ! (dim tt b (GQ ) ! (dim G' — dim7r K (G / ))! -pr degG m 
Cl3 ' (dim^(G))!(dimG')! ffj 

K.<1 



ETUDE DU CAS RATIONNEL 



1.5 



Comme chacune des applications partielles 

jr(7r K (G); D K1 ,..., Xi,...,D K J 



1 <i<h 7 



J4?(tt k (G');D Ki ,. ..,Xi,.. -,D Kh ) 
est croissante sur ]0, +00 [, on deduit de la majoration Di < xDi l'inegalite 

(25) 1 G ' (t) . . 

< ^(^(G) , D Kl , . . . ,D Kh ) dim7^,JG)-dim7^„(G , ) 

J?(n K (G>);D Kl ,...,D Kh ) 

Posons 

G" := 7r K (G') x [| G m 
m0{«i,...,«h} 

(vu, apres permutation eventuelle des facteurs, comme un sous-groupe de Go x G). 
Ce groupe algebrique est different de G sinon n K (G') — tt k (G) et l'inegalite lf25|) 

entraine T A card f ~ a ^775' ~ ) < c i3- L'hypothese sur le point p (appliquee a la 
projection de G' sur G) entraine alors Go < C13 ce qui est impossible si Go est 
assez grand. Nous allons maintenant obtenir a partir de lf25|) une inegalite pour G" 
analogue a lf23|) . En effet, observons d'une part que 

^(G x G; D ,...,D n ) ^(tt k (G) ; D K1 , . . . , D Kh ) 

— C14- 



Jf(G" ; D , . . . , D n ) jr(ir K (G>);D K1 ,...,D Kh ) 

( 5 +l)!(dim^(G'))! , ,, , , 

avec cm := (dimG » )!(dim ^ (G )), et, d autre part, on a 

(1) dim7T K (G) — dim7r K (G') = codiniG xG G" =: r" , 

(2) A" := codimiv W n t G » < coding W n i G ' = A' (car G' C G"), 

(3 ) card ( ^ {S r ^t' Ck) ) < card ^ M±^ 



G"(fc) / - V G'(fc) 

L'inegalite l[25|) devient 

T A " card ; D 0i . . .,D n ) „ 

(26) ^ [ ' '— - < — x r ■ 

Jf(G xG; D ,...,D n ) 

En reprenant alors exactement les memes arguments que dans la premiere partie 
de la preuve et en remplacant la constante 2 9 par C13/C14 (il faut observer que ce 
quotient est strictement plus petit que 4 9 ]X=i deg on demontre que tc"+W ^ 
^G xG- L'inegalite lf26|) se lit alors en fonction de A(G") (en minorant T par T/2) : 

(27) A(G"Y"- X " < ( ) z r " ■ 

y C14G0 J 

Comme Go > 2 9 c\^jc\^ et x < 1, cette inegalite implique A(G") < 1 done 

x < B(G") = A(G")~^' , ce qui contredit l(27|). On vient done de montrer 
que necessairement D' Q = D , c.a-d. D > 1. A quelques variantes pres, la meme 
preuve conduit encore a une contradiction. En effet, considerons tto iK la projection 
Go x G — > Go x 7r K (G) et posons 

(28) G* = 7To,re(G') X [] G m , 

m0{Ki,...,«fc} 

vu comme sous-groupe de Go x G. Comme 

(29) {dimTo^G'))^ '^ ; ' ■ > ^ - ^ (G ' ; D °' ' ' •» £, «)' 
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un raisonnement similaire au precedent (a partir de l'inegalite (f24| ) conduit encore 
a une impossibilite a condition de remplacer tt k (G') par 7To, k (G') et G" par G* 
(dans les constantes C13 et cu en particulier). 

Conclusion : Dans tous les cas, l'existence de G' aboutit a une contradiction, ce 
qui demontre ainsi le lemme [3~7l □ 

3.6. Poids de la droite afRne. Rappelons que (P\ )\ £{o,...,d } designe une fa- 
mille libre de polynomes en une variable (voir § 13. 3p . Dans ce paragraphs, nous 
introduisons une quantite mi-arithmetique mi-analytique qui mesure l'influence du 
choix de cette famille sur les parametres Uq et Ui des theoremes 11.21 et 11.31 C'est 
ce que nous voulons evoquer par la terminologie « poids de G a » . 

Definition 3.8. Si vq est archimedienne, nous appelons poids de G a relatif a la 
famille (P\ ), aux parametres (T, S, e) et a la place vq, la quantite 



N(OPao)) 




1 ->(*o 



t \ 



Lorsque vo est ultrametrique, le poids de G a (relatif a (T, S, t)) est la quantite 
obtenue en remplagant ci-dessus eS (qui est en indice dans le dernier terme) par r. 

Le poids de G a est le terme residuel qui provient de l'introduction meme du 
groupe G a dans la demonstration des theoremes 1 1 . 21 et fOl Cet inconvenient s'avere 
largement compense par au moins deux avantages que procure G a . D'une part, il 
s'accompagne d'un parametre Dq qui facilite la construction du polynome auxiliaire 
en rendant la condition de Siegel plus simple a satisfaire. D'autre part, il permet 
de modifier le point p en un point q — (l,p) moins vulnerable aux phenomenes de 
torsion modulo des sous-groupes particuliers de Go x G (a commencer par le sous- 
groupe nul, q n'etant alors jamais de torsion). Cela est particulierement important 
pour le lemme de multiplicite qui fait intervenir le cardinal du quotient (E q (S) + 
G'(k))/G'(k), G' etant un sous-groupe algebrique de G a x G (voir a cet egard le 

§& 

Pour minimiser ce poids, nous allons utiliser la famille des polynomes de Matveev, 
definie de la maniere suivante. Soit (A n )„ S N la famille des polynomes binomiaux 
definie par ((9]). 

Definition 3.9. Etant donne \q,Dq e N, le polynome de Matveev 5 D ^(X; Ao) est 
A D b (X) q A r (X) ou les entiers q et r sont respectivement les quotient et reste de la 
division euclidienne de Ao par D b Q . 

Le degre de 5 D b(X; Ao) est Ao. Par consequent, lorsque Dq est fixe, la famille 
S D b (X; Ao), Ao = 0, . . . , Do, forme une base de k[X]<n . 

Lemme 3.10. II existe une constante absolue C15 > 1 pour laquelle nous disposons 
des estimations suivantes. 

• Si vq est archimedienne alors 



(30) 



8 D *(X;Xo, 

< c 15 (d log (e + j^j + min (D , T)D b + ^ log ^1 + ^ 



• Si vq est ultrametrique alors l'inegalite ci-dessus reste vraie en remplagant 

D 



le dernier terme par ^ log (r) . 
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Dans le cas archimedien la demonstration de cette majoration decoule des esti- 
mations sur les polynomes de Matveev qui sont donnees dans le livre de Wald- 
schmidt [33], p. 269 et suivantes. Dans le cas ultrametrique, revaluation de la 
derivee 5 D b (X; Aq, to) pour t < T et \z\ < r repose sur la formule de Leibniz 

et l'existence d'une constante absolue cie > telle que |Ao!|j, > c le \ Notons par 
ailleurs qu'en choisissant D b = 1 Ton retrouve une estimation du poids de la famille 

]<A <-Do : 



K((X Ao )) <c 16 D Q ho g S+^ 
(et r a la place de e dans le cas ultrametrique). 

Remarque 3.11. Bien que tous les theoremes enonces reposent sur le meme choix 
de la base (Pi)i (base des polynomes de Matveev en l'occurrence), il nous semble 
preferable de conserver une base indifferenciee jusqu'a la toute fin de la demons- 
tration (§ 14. 6p . Outre une justification a posteriori du choix des parametres, cela 
permet egalement d'obtenir d'une part des variantes d'enonces a moindre frais et 
d'autre part une meilleure comprehension du role joue par ce facteur G a supplemen- 
tal au cours de la preuve, comme nous venons de le voir. Ce procede a deja ete mis 
en ceuvre (sous une forme tres legerement differente) par Waldschmidt (voir [33], 
pp. 477-480). 

3.7. Lemme de Siegel absolu. Nous presentons un raffmement du lemme de 
Siegel absolu de Roy & Thunder [27], signale par David et Philippon dans [12], et 
qui repose sur une inegalite de Zhang relative aux minima successifs d'une variete 
arithmetique. 

Lemme 3.12. Soit m un entier naturel > 1 et V un sous-espace vectoriel deQ + , 
de dimension d>l.H existe une base {v\, . . . ,Vd) de V telle que 

d 

(31) £>L»fa) </i(V)+dlog(d) 

1=1 

oil h(V) est la hauteur (logarithmique absolue) de Schmidt de V. 

Le resultat precedemment cite de Roy & Thunder conduit a une majoration 
de ce type mais avec un terme lineaire en d 2 en lieu et place du dlog(d). En fait 
l'argument de [12], remarque du § 4.2, p. 523-524, fournit un resultat un peu plus 
fort : pour tout nombre reel e > 0, il existe une base {v\, . . . ,Vd) de V (qui depend 
de cet e) telle que 

(32) ^ /lL2( ^ ) < M v) + ^^i +e . 

i=l i=l i—l 

4. Demonstrations des theoremes 11.21 et 11.31 

Nous fixons une fois pour toutes un corps de nombres K, qui contient k, de sorte 
que tous les nombres algebriques consideres au cours de la demonstration et qui, 
bien sur, sont en nombre fini, sont inclus dans K . II est commode d'introduire un 
tel corps pour les estimations locales de ces nombres algebriques. 

Description de la preuve. La demarche suivie est assez classique et elle est com- 
mune aux deux theoremes a demontrer. II s'agit de construire un element a de 
K\{0}, de « petite » hauteur, et dont toutes les valeurs absolues w-adiques, pour v 
une place de K au-dessus de vq, sont majorees par un terme lineaire en la distance 
d Vo (u, V). De sorte que de la formule du produit appliquee a a se deduit une mino- 
ration de cette distance, ce qui est l'assertion des theoremes 1 1 . 21 et 1 1 .31 Comme cela 



18 



ERIC GAUDRON 



est frequent en transcendance, l'element a en question provient d'un coefficient de 
Taylor d'une fonction de la forme P °^P(g xG)(C v ) restreinte a l'espace W. Dans 
cette expression, P est un polynome construit au moyen du lemme de Siegel ab- 
solu enonce dans le paragraphe precedent et sxP(g xG)(C v ) '■— ( ex PGo(c„ )i ex Pu ) 
designe l'exponentielle (a valeurs dans l'espace multiprojectif P) du groupe de Lie 
(GoxG)(CJ. 

4.1. Choix des parametres. Dans ce paragraphe, nous precisons toutes ces don- 
nees pour la demonstration proprement dite des theoremes 11.21 et 11.31 Cependant 
les choix que nous devoilons ici ne seront veritablement utilises qu'a l'etape « Ex- 
trapolation » (§ 14. 5p via les lemmes |4~T1 et [4721 qui vont suivre. Posons 

T := {(s,t) e N x N dimM/ ; < s < S et |t| < 2(g + 1)T} • 

Dans un souci de clarte, nous distinguons les choix selon que vq est une place 
archimedienne ou ultrametrique. 

4.1.1. vq archimedienne. Rappelons que a designe un entier superieur ou egal a 
D max {1, h(V)}/ log e. Le parametre Co est une constante sufHsamment grande 
par rapport a toutes les constantes c$ qui interviendront dans la suite. Posons alors 
So := C^a, S := C^a, 

U :-C 259 (aloge) (a y + -^-\og(e+ D 



log e \ log e / 

D max {h(s Pz )} + (ca\\u l \\ V0 )^\ m/t 
TT I ! ■'■' /+ " ( ' :;n 



x 
i=i 



aloge 



(il s'agit essentiellement de Cg 59 C/o mais ou la constante « indefinie » C4 qui est en 
indice du max {/i(spi)} dans Uq est remplacee par (g + 1)C, 



o 5 ), 



T ■= T := [f ] 

So log e 

5, - 



Gl (Dmax < s < (g+ i )5 {h{s Pi )} + (eS\\ui\\ Vo )P* + Sologe) 
si 1 < i < n. Soit egalement 



jy> — 



S log e 



DC* 



~ U 
et D 



C 4 (£>log( e+I ^)+^loge) 

La definition 13.21 introduit un nombre reel x > et Ton note Di :— [xDi], pour tout 
i E {1, . . . ,n}. Considerons alors pour (P\ ) la famille des polynomes de Matveev 

[5 D i o (X; \ ))o<\ <D 

definie au § 13.61 

Void resumees en quelques lignes les principales conditions que satisfont ces 
parametres. 

Lemme 4.1. On a 

© T>Cl S/S Q >Cl S >Cl 

® f > Co max [d /(S + lf- v ,D u D n } , 

® fs- t+1 (5 + 1) < CbAjSf • ■ -5**, 

®U> C 3/2 ^N((F Ao )), 

© Sologe > CgD max {l,/i(V)}, 
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© U > CqDi (L»max < s <( 9+1)s {h(spi)} + (tS\\ui\\ Vo ) Pi ) pour tout 1 < i < n. 

Demonstration. Les points © et © decoulent immediatement de la definition des pa- 
rametres. L'inegalite © correspond precisement a la definition de Uq a une constante 
pres. La condition © decoule du lemme 13,101 et les points © et © sont evidents a 
partir des definitions de a et des Di. □ 

Accessoirement, on pourra aussi noter que U > C^D\og(D^S). La condition © 
et le lemme l3~3l avec H\ = {0} impliquent x < 1. 



4.1.2. vq ultrametrique. Reprenons les notations r. a du theoreme ll.3l Posons Sn 
C 3 a, S := C 6 a, 

C/:=C7 259 (alogr) f^+r^-log^ 



n 

i=l 



log r \ log r 
D max {h(spi)} \ 

0<s<(g+l)Cga 



alogr 



puis T := C U/(S logr), T := [T] et 



U 

Di := — —. — — r- pour 1 < % < n. 

C$ (D max s < (g+1)s {h{sp t )} + S logr) 



Soit 

' S \ogv 



n" — 



et D := ^ 



Ct [D\og e +^1+5" logr 



logr / 

Ensuite, comme dans le cas archimedien, nous prenons le nombre reel x > de la 
definition 13.21 (p. flT]) . nous formons les entiers Di := [xDj], i € {1, . . . , n}, et la 
famille {P\ ) est la meme que celle du cas archimedien. 

Les conditions remplies par ces parametres sont les conditions ©, ©, © du 
lemme HH] (en particulier, on a x < 1) et celles apportees par le lemme suivant. 

Lemme 4.2. On a 

OU> C 3/2 DN((F Ao )), 

© So log r > Co {D max { 1 , h(V) } + log S ) , 

© U > C 2 HAmax s < (9+1)s {h(spi)} . 

Demonstration. Ces trois inegalites sont faciles a verifier a partir du choix des 
parametres, la premiere, par exemple, etant une consequence de la majoration 



N((Pa )) < cis ^olog [ e +^J+ TD o ■ D 
induite par le lemme l3~TT)l □ 
Remarques 4.3. 

(1) La presence du logarithme de So dans la condition ©, presence qui sera 
requise lors de l'extrapolation p-adiqu^3, explique la modification du para- 
metre a par rapport au cas archimedien, avec l'ajout du terme 

log+ ((log(r))- 1 ) 
log(r) 



"Voir le lemme l4.21l et en particulier le reel ft. 
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(2) II est facile de verifier qu'avec ces choix les hypotheses du lemme 13.61 sont 
satisfaites et, par consequent, qu'au moins un des entiers D\,..., D n est non 
nul. En revanche, bien que Dq soit clairement superieur a 1, il se pourrait 
que Dq soit nuQ. Cela n'a (paradoxalement) aucune consequence dans la 
suite de la demonstration. 

(3) Lorsque dans la preuve on choisit de mettre sur la partie G a la base des 
monomes usuels, cela remplace le terme a y + log(e + D/ log e) qui est 

dans U par a v + Cela rajoute done une dependance supplementaire 

en le logarithme de la hauteur du sous-espace V. 

4.1.3. Choix d'une base de W . Soit wq la base canonique de ic a et (wi, . . . , w g -t) 
une base de V <X> Q fournie par le lemme 13.121 (l'espace V ® Q etant identifie a un 
sous-espace de Q 9 via la base e de to introduite au S ll.ip . Par definition, nous avons 
II wo \\v — 1 pour toute place v de K et h L 2 (wi) + • • • + h L 2 (w g -t) < h(V) + g log(g). 
Nous supposerons que ces vecteurs sont definis sur K (voir preambule) et que 
chacune des normes \\wj\\ v avec j 6 {1, . . . ,g — t} et v une place de K au-dessus 
de vo est superieure ou egale a 1. Cela est toujours possible quitte a multiplier Wi 
par un nombre rationnel convenable et a utiliser l'invariance par homothetie des 
hauteurs L 2 . De cette maniere, nous fixons une base w := (wq, . . . ,w g -t) de W. 
Tous les enonces qui vont suivre jusqu'a la fin du § 14.41 restent vrais avec une base 
quelconque de W. 

4.2. Estimations ultrametriques d'un coefficient de Taylor. Dans tout ce 
paragraphe, v designe une place ultrametrique du corps de nombres K et p la 
caracteristique residuelle de v. 

4.2.1. Nous rappelons la notion de taille d'un sous-schema formel lisse telle qu'elle 
a ete definie par Bost au § 3.1 de [8]. Rappelons qu'au § 11.11 nous avons introduit un 
modele lisse Q — ► SpecOfc[^] de G. De la sorte, si v ne divise pas m, nous pouvons 
considerer le complete formel Q v de Q x Spec(O t ,) a l'origine (O v etant l'anneau de 
valuation du complete K v ). C'est un groupe formel lisse sur Spec(0 1) ) et le choix 
de coordonnees locales etales au voisinage de l'origine fournit un isomorphisme de 
schemas formels (sur O v ) 

Qv — :=SpecfO v [[X 1 ,...,X g }} . 

Si X est un sous-schema formel lisse de Gk v — Gv®SpecK v , on dispose d'un 
nombre reel Rg. v (X) s [0, 1], appele taille de X relativement au modele Q v de Gk^, 
defini de la maniere suivante. Considerons l'image de X (notee encore X) dans A. a K 
via le choix de coordonnees precedent. Le groupe k\it(A. 9 K ) des automorphismes 
de A 9 K s'identifie a l'ensemble des g-uplets de series formelles / = (f%,..., f g ) E 
. . . , X g ]] 9 tels que /(0) = et la matrice jacobienne Do/ = (dfi/dxj(0))ij 
soit inversible. Pour ip = J^aeTsm a nX n E i^„[[X]] et r > 0, on note 



\\ip\\ r := sup \a n \ v r^ E [0, +oo] 

nGN» 



et 



G u (r) := / E Aut(A^ ) ; D / E GL g (O v ) et ||/|| P := max ||/,|| r < 
^ " l<i<3 

Alors, par definition, la taille de X est 

Rg, v (X) := supjr e]0, 1] ; 3f E G^r) ; f*(X) = x {0}} 



*Je ne sais pas si cette eventualite peut se produire. 
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ou d := dimX. La borne superieure est prise dans [0,1], ainsi Rg tV (X) = si 
l'ensemble precedent est vide. Dans cette ecriture, /*(£) designe l'image inverse 
de X par /. Le nombre Rg jV {X) est strictement positif lorsque X est analytique. 
Observons egalement que si X provient d'un sous-schema de Q x SpecO^, lisse le 
long de l'origine, alors Rg tV (3£) — 1. Lorsque cette derniere condition de lissite 
n'est pas remplie, nous disposons neanmoins d'une estimation un peu meilleure 
que seulement Rg tV (X) > 0. Supposons que X est le complete formel le long de 
l'origine d'un sous-groupe algebrique de Gk v - Rappelons que le groupe formel Q v 
possede une exponentielle formelle qui, en termes des coordonnees Xj, s'ecrit comme 
un g-uplet E = (£i(X), . . . ,E g (X.)) de series formelles de 2f„[[X]], telles que les 
coefficients de X n (n 6 N 5 ) de E%, , . . , E g sont de la forme a n /n! avec a n 6 £)„. On 
peut normaliser cette exponentielle de sorte que la differentielle a l'origine D E soit 
l'identite. Soit r p — [p|J 1 (deja introduit p. [5]). Le g-uplet E est un element de 
G u (r p ) puisque |n!| > rj nM . Au moyen de cette application exponentielle, il est 
alors aise de construire un automorphisme / £ G w (r p ) tel que /*(X) = Aj^ x {0}. 
Ce qui entraine la minoration Rg tV (X) > r p (pour toute place v \ m). Toutefois 
cette estimation n'est vraiment utile qu'en un nombre fini de places v puisque le 
produit infini Y[ p r p diverge. 

Revenons au cas d'un sous-schema formel lisse X quelconque de Gk v ■ L'espace 
tangent a l'origine t% de X est muni d'une structure entiere en considerant le module 

tx n t Gv = {zet x C t G (K v ) ; ||z||„ < 1} 

sur l'anneau O v , ce qui confere a l'espace dual t v x puis a l'espace symetrique S e (t v x ) 
de degre I S N une norme notee ||.||s ,< (i v )• 

Ces definitions conduisent alors au lemme suivant. 

Lemme 4.4 (lemme 3.3 de [8]). Soit I G N, Ct un sous-schema ouvert de Q v 
contenant la section nulle et s une fonction reguliere sur Q, telle que sk v s'annule 
ainsi que ses derivees d'ordre < £ le long de X en I'element neutre de Gk v - Alors 
le jet'f^s d'ordre £ le long de X en — vu comme element de S e (tx) v (0) — verifie 

(33) WiU\s' { t x y < RsA%r l ■ 

Soit H v le complete formel a l'origine du schema H x Spec K v . C'est un sous- 
schema formel lisse de Gif„. Soit P = J2\P*^ X un polynome de K v [P Nl x ■ • ■ x 
P w ™]. Soit un coefficient de P pour lequel |^>^ | ^ = max^ {IpaIu}- En appliquant 
le lemme a la section de Og v definie par {P/pj^j ° exp v au voisinage de et X = H v , 
nous obtenons le 

Corollaire 4.5. Soit £ un entier non nul et P le polynome ci-dessus. Supposons que 
les derivees P^(Poexp^)(0) soient toutes nulles lorsque t £ N dlmV ' verifie \t\ < £. 
Supposons egalement que v ne divise pas m. Alors la valeur absolue v-adique du 
coefficient de Taylor 

-mi . . . T) T s-* 

(34) ^(Poex Pv (z)) 

pour (n, . . . , T g _ t ) £ N dlmy de longueur I, est major ee par 

g-t 

Rg,v(H v y i ma,x{\p x \v}Y[ IKII? ■ 

i=l 



*C'est-a-dire, si Ton ecrit s(x) = F(z).so(x) oil x = exp t) (z) et F analytique dans un voisinage 
de de ta(C v ), on a f x s = jetf^ F(0).sq. 
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Designons par \h la somme finie 
(35) X h ■= i^qJ : QpI ^gR g , v {H v )- x e R+ • 

Nous disposons d'une estimation uniforme de \h qui nous a ete signalee par J.- 
B. Bost. 

Lemme 4.6. II existe une constante cn > 1 ne dependant que de G (en particulier 
independante du corps K et du groupe H) telle que \h < c\7- 

Ce resultat est une consequence du theoreme suivant de Raynaud. 

Theoreme 4.7 (corollaire du theoreme 4, § 7.5, de [6], p. 187). Soit ko un corps de 
nombres et A\ C A2 deux varietes abeliennes sur kg. Soit A\,Ai leurs modeles de 
Neron respectifs sur Ok - Soit v une place finie de kg, de caracteristique residuelle 
p et d'indice de ramification e((ko) v I Qp) (0)- Si e((ko)v I Qp) < P — 1 et si A2 
a bonne reduction en v alors A\ a bonne reduction en v et I 'unique morphisme 
A\ — > A2 issu de la propriete de modele de Neron de A2 est une immersion fermee. 

Lemme 4.8. Soit G\ un sous-groupe algebrique connexe de &i° x , defini sur 
un corps de nombres ko. II existe un sous-schema en groupes Q\ G^ ^ xG^^ , 
lisse sur SpecOfe et de fibre generique G\. 

Demonstration. Par decomposition, il sufHt de traiter les cas G\ C Gf° et G\ C 

G^ 1 . Dans le premier cas, on choisit le fibre vectoriel V (jfd {ko) n C*) v ) • Dans le 

second cas, il existe un sous-groupe facteur direct <I> de Z dl tel que, si M := Z dl /$ 
et si Z[M] est la Z-algebre engendree par M, on a G\ = Spec Z[M] Xs pec z Spec fco- 
On choisit Q\ := SpecZ[M] Xs pC cZ SpecOfc , qui est lisse sur SpecOfe car -W es t 
sans torsion. □ 



Demonstration du lemme \4^6[ Le groupe algebrique G est connexe par hypothese. 
D'apres le theoreme de decomposition de Chevalley, et apres une eventuelle exten- 
sion finie du corps de nombres de definition fco de G, il existe des entiers naturels 
do et d\ et une variete abelienne A, definie sur fco, tels que G soit une extension 
du groupe lineaire Gq :— G a ° feo X G^ fe par A. Le sous-groupe H de G est alors 
une extension d'un sous-groupe algebrique (connexe) G\ de Go par une sous-variete 
abelienne B de A. Soit Go (resp. A) le schema en groupes G^ Ofc x Gr^Ok ( res P- l e 
modele de Neron de A sur SpecOfe ). De meme, soit Q\ Go le modele lisse de G\ 
donne par le lemme 14751 et soit B le modele de Neron de B. II existe un ensemble 
fini F de places ultrametriques de fco (qui ne depend pas de H) tel que, si v <j£ F, 
les proprietes suivantes sont verifiees : 

1) La suite — > Go,v — y Qv — * Ay —*■ est exacte (l'indice v signifie que nous 
avons considere le produit fibre avec SpecO„), 

2) Le schema B v est un sous-schema abelien de A v . 

Cette seconde assertion decoule du theoreme l4.7l : elle n'est pas satisfaite seulement 
si v est une place de mauvaise reduction pour A ou si la caracteristique residuelle p 
de v est plus petite que e((ko) v | Q p ) + 1, quantite elle-meme inferieure a [fco : Q] + 1 
(nombre fini de telles places). 

Soit v $l F. Posons d := do + c?i et h := dim A. On choisit des coordonnees 
locales x\, . . . ,Xd (resp. yi, . . . , yh) sur Go,v (resp. A v ) etales en l'origine, telles que 
x\, . . . , XdimGi (resp. yi, . . . , 2/dims) soient des coordonnees locales de Gi,v (resp. 



*De la sorte, si vj est une uniformisante de l'anneau de valuation O v C (kg) v , l'ideal engendre 
par p est ( ro ) e (( fc o) u |Q P ). 
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B v ) (critere de Jacobi, voir la proposition du chapitre 2 de [6]). On obtient ainsi 
un systeme de coordonnees locales etales qui parametrisent H v := H x Spec(/co)« 
au voisinage de Porigine, et qui, relativement a (xi, . . . ,Uh), est de taille 1. Ainsi, 
pour v ^ F, on a Rg jV (H v ) = 1. En les autres places, on utilise la minoration 
Rg,v{H v ) > \p\V^ P evoquee un peu plus haut. Pour conclure il sufEt d'observer 
que xh est inferieur a une expression du meme type ou le corps K est remplace par 
ko et v parcourant les places ultrametriques de fco qui ne divisent pas m. L'existence 
de la constante cyj s'ensuit. □ 

Remarque 4.9. En realite, il n'est pas necessaire d'avoir une estimation aussi 
fine de \h pour demontrer les theoremes 11,21 et 11.31 Lorsque nous laissons xh 
« indetermine » (ce que nous ferons dans la suite), nous constatons qu'il apparait 
dans le facteur max {1, h(V)} (intervenant dans le parametre a), qui devient alors 
max {1, h(V), xh}- Autrement dit, il suffirait de montrer l'existence d'une constante 
Ci8 telle que xh < ci$ max {1, h(V)} pour obtenir exactement les memes enonces 
que les theoremes 11.21 et 11.31 Et cela est possible de maniere elementaire sans avoir 
recours au resultat de Raynaud. La demarche consiste a se ramener comme ci-dessus 
au cas abelien puis a comparer la structure entiere sur ts donnee par le modele de 
Neron B de B et celle donnee par le module sature tsfli^, a partir duquel se calcule 
la norme des jets le long de ts- Le calcul du quotient (isni^J/ts (voir, par exemple, 
p. 33 de [7]) fournit alors une constante c\g telle que xh < cigmax{l,logdegB} 
ou le degre est relatif a un plongement (quelconque) de A dans un espace projectif. 
II ne reste plus qu'a observer que logdeg-B est du meme ordre de grandeur que 
la hauteur de ts (voir, par exemple, le lemme 4.8 de [16]), elle-meme majoree par 
C20 max{l, h(V)} pour une certaine constante C2o- 

4.2.2. Avant de passer aux estimations archimediennes, nous aurons besoin d'une 
consequence (qui en est aussi une generalisation en quelque sorte) du corollaire l4.5l 
Soit maintenant P un polynome de l'espace E, considere au § 13.31 et F := P o 
ex-P(G xG)(c v ) l'application associee a P en la place Vq, definie par lfT4^l . Soit I e N, 
z un vecteur de S? VQ d'exponentielle i^T-rationnelle et zq un element de to {K) ~ K 
(le corps K est plonge dans K Va ). Dans l'enonce qui va suivre, nous supposerons 
que F s'annule a l'ordre I le long de W au point {zq, z), ou, en d'autres termes : 

(36) Vi= (i ,...,i g -t) £N dirf |i| <£-l, V i w F(z Q ,z)=Q 

(si I — cette condition est vide). Pour chaque entier i e {1, . . . , n}, nous fixons 
un entier e< de l'ensemble {0, . . . , Ni} pour lequel 9 Vo .i,ei i z ) 0. 

Lemme 4.10. Dans ces conditions, etant donne un multiplet (tq, . . . , T 9 _ t ) de lon- 
gueur i, le coefficient de Taylor tordu 

1 1~) T ° ■ ■ ■ T) Tg ^ t 

(37) m^~W* ^-W F{Z °> Z) > 
appartient a K . 

Demonstration. Nous allons utiliser les formules de translations sur le groupe alge- 
brique G(K VQ ) pour nous ramener en C0. Soit Q le polynome defini par 

~ P^(z ) n 

(38) Q(X X) . . . , X n ) = Vpa Ao TT ^ W (*vo,i, Bl («), X 4 ) A * 

— T() I 



*I1 s'agit de « Pastuce d'Anderson-Baker-Coates » (voir, par exemple, la demonstration du 
lemme 13 de [15]). 
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ou (i«)j = i...„ sont les multiplets de polynomes representant les formules d'addition 
sur Gk v au voisinage de x — exp Vo (z) (voir § 13- 1(1 . La formule de Leibniz et 
l'hypothese (|36|l montrent que le coefficient l(37|) egale 



(39) 



T) T o . . . TVs-* 

Wq U Wg-t 



F(z 



Zn,Z + Z 



--(0,0) 



Or, par definition, 



,i,j(z + z') _ Af(^ Va ^{z),Q v ^{z')) 



e VoMi ( z + z >) 40 ($twAe( e^(z')) 

pour 2;' proche de 0, done 
F(z + z' ,z + z') 



1 



En derivant par rapport a zj, on a 



pr 



F(z + z' ,z + z') 



<2,i>o v ; 



^ vniu ^^(« + *) Di ) Wo =o nr=i ^oiw.oo, q V(> a^ 

Cette egalite implique en particulier que les derivees V^Fq „ o (0) pour |i| < £ — ro 
sont toutes nulles. En appliquant alors l'operateur 



•^•-J t /(n!- 



aux deux membres puis, a nouveau, la formule de Leibniz pour le second, on deduit 
Pegalite 



1 



pro 

w 



■V 



(40) 



1 



-F P , Vo (zo,z) 



T) T ^ ■ ■ ■ T) 



0))) D * Tll--T g - t l~ FQ ' V0 ® 



nti (4> (^ o ,i, Ei (^),(l:0: 
Maintenant, par choix de 2, chacune des coordonnees de *u ,», e< (*0 appartient a K, 
ainsi bien sur que les coefficients des polynomes et des polynomes des formules 
differentielles verifiees par les Vo ,i,j en (rappelons que WOi j(O) = (1, 0, . . . , 0)). 
Par suite, le membre de droite de IpTO]) est clairement un element de K, ce qui 
demontre le lemme. □ 

En chemin, nous avons montre que le polynome Q satisfaisait aux hypotheses du 
corollaire 14.51 De l'egalite l(4*0|) et d'une estimation immediate des coefficients de Q 
decoule alors la 

Proposition 4.11. Avec les notations et hypotheses ci-dessus et siv\ m, la valeur 
absolue v-adique du coefficient ([371 est majoree par 

c 8 Di 



max{|p A k.} TT max 



(41) 



max 

Ao 



TO 



g-t 



x 



1 



i=i \Ag(* VoMi (z),(l,0,---,0W 
Si v I m la majoration ci-dessus reste vraie en remplagant Rg tV (H v )~ e par 
c 2\ Dl ^ h£> " ou c 2i es t une constante > 1. 
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Des estimations du meme type aux places archimediennes sont plus rudimentaires 
et font l'objet du paragraphe suivant. 

4.3. Estimations archimediennes de coefficients de Taylor. Dans tout ce 
paragraphe, v est une place archimedienne de K. Nous voulons obtenir ici une 
majoration du coefficient tordu (|37| en la place v. Commengons tout d'abord par 
noter le 

Lemme 4.12. // existe une constante C22 telle que soit verifiee la propriete suivante. 
Soit A = (Ai,...,A„) G N"^ 1 x ■•• x N Ar " +1 , z = (zi,...,z n ) un vecteur de 
ta(C v ), f = (/1, . . . , f g ) une base de ta(C v ) et r = (ti, . . . ,T g ) G N 9 . Pour chaque 
entier i G {1, . . . , n}, considerons e% G {0, . . . , Ni} un entier pour lequel Vt i <£i (z) ^ 
0. Alors la valeur absolue du coefficient de Taylor 



V 



esi majoree par 



J^-l- 




nmax 
0<j<JVi 

i=i 



C22|A;| 



Ce resultat quoique technique ne pose aucune difficulte particuliere lorsque Ton 
se rappelle que pour chaque i G {1, ...,«} l'anneau 

fc[*«,i,ei] :== ^[(^w,t,j7^«,t,ei)o<2<JV < ] 

est stable par derivation le long d'un vecteur de ta(k), II faut cependant observer 
que la constante C22 est bien independante de la base f choisie. Mais cela se voit 
immediatement en ecrivant les vecteurs dans une base orthonormee quel- 

conque de ta{C v ) (qui, elle, ne depend que G et de la norme sur tc(C v )) et en 
majorant leurs composantes par 1. 

Maintenant, considerons une situation semblable a celle du dernier enonce du 
paragraphe precedent. Etant donne un polynome P G E, un entier £ G N et un 
vecteur (z ,z) G to xG{C Vo ) d'exponentielle if-rationnelle, il s'agit, sous l'hypo- 
these d'annulation ([36| de donner une borne du coefficient de Taylor tordu IpT)) . La 
reponse se trouve aussitot dans l'egalite |40|) (qui repose sur les formules d'addition 
« explicites » de G) et le lemme 14. 12^ ce qui conduit a la 

Proposition 4.13. // existe une constante C23 > f ayant la propriete suivante. 
Pour toute place archimedienne v et avec les notations et hypotheses ci-dessus. la 
valeur absolue v-adique du nombre (f37|) (\t\ = £) est majoree par 

fg-t \ 

max{|pA|„} max • 



T+log D +£>i + -+D„ 
-23 



n 



n 

\i=l 
I 



W; 



0)) 



nmax 
0<j<Ni 

i—1 



C23Di 



Remarque 4.14. Le logarithme de Dq qui apparait en exposant de C23 provient 
simplement de la dimension de E (qui vaut H(Gq x G; Dq, . . . , D n )). 

4.4. Construction du polynome auxiliaire. Soit T Pensemble defini au debut 
du § 14.11 Soit E l'espace vectoriel quotient (k[P]/I(Go x G)) D introduit au 

et F le sous-espace de Q dlm£; defini par 



(42) 



F 



1 \ 7=r dim E 
(pa)a € Q 



V(s,t) G T, ]>> A 2t(© A ) (*(!,«)) = 



■2d 
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ou 9 A est une notation abregee pour 

n 

(43) ^n^^Aoim 



Ai r> TT 1 T 

lj=0 



(Aj = (Ai,0) • • • > ^i,Ni) est un multiplet de longueur Di). En d'autres termes, cet 
espace s'identifie a l'ensemble des polynomes P de E ® Vo Q tel que, pour tout 
(s, t) £ T, la derivee T>l v Fp iVo (s, su) est nulle. Nous savons que F n'est pas reduit 
a {0}. En effet, le systeme lineaire d'equations definissant F a ete etudie au S 13.31 et 
nous avons vu que son rang p etait majore par Cg 2 ^Jf{Go x G; D' Q , . . . , D' n ). Or, 
d'une part, le rapport Sq/S est inferieur a 1/Cq (choix des parametres) et, d'autre 
part, comme les parametres Di, < i < n, ne sont pas tous nuls, il existe une 
constante C24 telle que Jf(Go x G;D' , . . . , D' n ) < C24dim£'. Nous en deduisons 
que p < (dim_E)/2 (pourvu que Co soit assez grand) et done dimi* 1 > (dim£')/2. 
Dans ces conditions, le lemme de Siegel absolu enonce au S I3.7l fournit naturellement 
un element de F \ {0} de « petite » hauteur, et, plus precisement, on a la 

Proposition 4.15. existe une constante C25 > 1 et une famille (j>\)\ € F \ {0} 
de hauteur (logarithmique absolue) L 2 majoree par 

c 25 [ logDo + max {A} + H(P\ )) + V] A max {h(s Pi )} 

\ l<i<n ^— ' 0<s<(g+l)S 

+ T(l + XH + h L 2( Wl ) + --- + h L 2 (w s _ t ))J • 

L'element {p\)\ represente les coefficients du polynome auxiliaire P que Ton 
cherchait a construire (ainsi les notations (p\)\ et P sont-elles desormais fixees 
jusqu'a la fin de la preuve des theoremes 11.21 et ll.3p . Par la suite nous suppose- 
rons qu'un des coefficients p\ vaut 1 (ce qui est loisible puisque la hauteur L 2 est 
projective), si bien que chacun des termes locaux intervenant dans /il 2 ((pa)) est 
positif. 

Demonstration de la proposition \4^[ Comme nous l'avons mentionne ci-dessus, 
e'est le lemme l3~T2l qui fournit l'element (p\)\ de F\ {0} recherche. Sa hauteur est 
majoree par h(F)/ (dim F) +log(dimF) (en prenant le vecteur de hauteur minimale 
parmi ceux de la base apportee par ce lemme). La principale difficulte est d'evaluer 
soigneusement la hauteur de F pour ne pas faire apparaitre un terme en Tlog(T). 

Pour un multi-indice A comme ci-dessus et (s,t) 6 T, considerons un entier 
e iiS G {0, ...,Ni} pour lequel VOti;eis (su) ^ 0. Posons e s := (e M , . . . , £„ >s ) et 
designons par ax.( Si t) le nombre algebrique (element de K C K VQ ) 



t! 

ou ^ ,A . 6s est une notation condensee pour P\ n™=i ^vl i,s t L'egalite 



' V a ,E 3 1 



( 44 ) e t=inc,i,ej X ^ 

la formule de Leibniz et le fait que T contienne a (s,t) fixe tous les (s,f) avec 
|t'| < |t| permettent de decrire F avec les equations 

V(s,t)eT, 5ZpAOA,(s,t) = • 

A 

Parmi ces equations, choisissons-en codimi^ = dim E — dim F lineairement indepen- 
dantes et formons alors la matrice F a dim E lignes et codim F colonnes constitute 
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des ax ,( s ,t) correspondants. De la sorte, F est de rang maximal et les vecteurs co- 
lonnes Ci, . . . , C co( iimF de F forment une base de l'orthogonal F 1 - de F (pour le 
produit scalaire usuel). La formule de dualite de Schmidcl h(F) = hlF^) permet 
alors de calculer la hauteur de F au moyen de ces vecteurs colonnes. Les coor- 
donnees de Pliicker (dans la base canonique de Q m ) des produits exterieurs 
C\ A ■ ■ ■ A C C odimF conduisent a l'egalite 

h W =TlT-7v £ [^:R]log(El detF ol" 

[1V ■ ^ a-.K^C V F 

+ r is 1 m Yl i K v : Qf] log max { | det F |„} 
\K : (4 , Fo 

ufoo 

ou Fo parcourt les mineurs maximaux (codim F x codim F) de la matrice F. Nous 
appellerons hoo(F) (resp. hf(F)) la premiere (resp. la seconde) somme du membre 
de droite de cette egalite. 

Etant donne une place archimedienne a de K et un tel mineur F , Pinegalite de 
Hadamard entraine 

codim F 

|detF | CT < H \\CiWv 
»=i 

(les colonnes de F etant en norme plus petites que celles de F). Comme il y a 
(jj^Jp) mineurs maximaux possibles pour F, on obtient 

(45) /100(F) < ^oo,L 3 (( a A,( S ,t))A) + \ log 

( a ,t) 

(la notation ^ signifie que nous n'avons pris que la somme portant sur les places 
archimediennes de K des normes L 2 des vecteurs {a\ t ( s ,t))x)- L e lemme 14. 1 21 fournit 
un majorant de chacun des |<XA,(s,t) \a et done une estimation de la somme ci-dessus. 

En ce qui concerne l'estimation du determinant det Fo en une place ultrame- 
trique v, nous constatons qu'il n'est pas possible d'utiliser en Petat la proposi- 
tion [47TT] puisque les coefficients de la matrice Fo ne proviennent pas (a priori) de 
polynomes qui s'annulent aux ordres de derivations precedents. Nous allons done 
faire apparaitre de tels polynomes en procedant de la maniere suivante. Conside- 
rons une colonne (s,t) de F telle que la longueur de t soit maximale et notons 
Li, . . . ,i-codimF les lignes du mineur Fo, qui, elles-memes, correspondent (respec- 
tivement) aux lignes Aj i; . . . , Ai codimF de F. Si nous supprimons la colonne (s,t) de 
F , les lignes Lj de la matrice restante (j est un entier compris entre 1 et codim F, 
et Lj :— (aA; . .(s,t'))t'^t) sont liees sur Q et il est possible de trouver une relation 
de dependance lineaire entre ces lignes sur K n O v avec au moins un des coefficients 
egal a 1, Pour cela, il suffit de considerer une relation sur Ok puis de diviser par 
le coefficient dont la valeur absolue w-adique est minimale (non nulle). Autrement 
dit, il existe j G {1, . . . ,codimF} et (aj)j^ jo E (K n O u ) codimF " 1 tels que 

codim F 

l j = zl "■'■> ■ 

3=1 

Ainsi, en soustrayant J2j^j a jLj a la jg" 16 ligne de F , nous obtenons une matrice 
de meme determinant que F et dont la j'o me ligne est composee de zeros sauf a la 



( dim E\ 
IdimFy 



*Voir [29]. 
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position (s, t) ou le coefficient est 

£(»,t) := a\ ijo ,( s ,t) - E a J%,.,( s ,t) ' 

Par consequent, la valeur absolue v-adique de det Fo est egale a |£( s ,t)k multiplies 
par la valeur absolue du determinant d'un mineur Fo de taille codimF — 1 de la 
matrice F a laquelle on a retire la colonne (s,t) et la ligne jo. Soit {q\)\ l'element 
de K dlmE defini par q\ { . = 1, = —aj si j G {1, . . . ,codimF} \ {j } et <7a = 
si L\ n'est pas une ligne de Fo. Le polynome Q correspondant a ces coordonnees 
verifie 

pour tout t' £ ]\fdimw j e i on g ueur strictement inferieure a |t| (puisque |t| a ete 
choisi maximal). En particulier Pegalite (|4"4"1) et la formule de Leibniz entrainent, 
pour tout |t'| < |t|, P^F Qjl , (s,su) = et 

La proposition 14.111 peut done s'appliquer a £,( s ,t), ce qui fournit une majoration 
de |C(s,t)|u (independante de la taille u-adique des coefficients de Q). En ope- 
rant de la meme maniere pour Fo, nous deduisons par recurrence immediate que 
| det Fo |u s'ecrit comme un produit rii°i lmF l^(s 4 ,t 4 ) If ou chacun des C(s;,ti) es t borne 
comme dans la formule f4Tj) de la proposition 14.111 La majoration du logarithme 
de maxp {| det Fo|„} qui en decoule (valable pour toute place ultrametrique v) et 
Pinegalite archimedienne l(4*5|) entrainent alors la proposition ^. 151 

□ 

4.5. Extrapolation. Etant donne (s, r) 6 N x N dlm w et P le polynome construit 
au paragraphe precedent, nous disposons d'un coefficient de Taylor tordu 

(46) niii g J. E < ^ ( p ° exp ( G ° xG » c "o)) (5 ' su) ( voir ®)- 

Pour une raison technique qui apparaitra a la fin de la preuve de la proposition ^. 191 
(p. l30|). nous supposerons que £j £ {0, . . . , Ni} est choisi de telle sorte que 

\6v ,i,6 t (su)\ Vo = max {\0 Vo , t ,j(su)\ Vo }. 

0<3<Ni 

En particulier Q Vo ^ tei (su) ^ 0. D'apres le lemme I37H et le choix des parametres 
(voir l'inegalite © du lemme HH]), il existe un couple (s,t) avec < s < (g + 1)S 
et |t| < (g + 1)T pour lequel le nombre |46|) est non nul. Parmi ces couples, 
choisissons-en un tel que (s, |r|) soit minimal pour l'ordre lexicographique dans 
N 2 , et notons a le terme (|46l> correspondant. On notera que par construction de 
P on a necessairement s > 5o + 1 et a 6 if (lemme I4.10p . Les propositions 14.111 
et 14.131 apportent des estimations de \a\ v en toutes les places v de K et, par suite, 
de la hauteur de Weil de a. 

Considerons une place quelconque de K au-dessus de vq, place que nous noterons 
encore vq. Nous allons donner ici une majoration de \a\ Vo qui depend de la distance 
d Va (u, V) de sorte que si celle-ci est « trop petite », il y aura une contradiction avec 
la formule du produit. 

Inventee par A. Baker, la demarche consiste a deplacer la question sur une droite 
de W. Plus precisement, si u est un element de V <g> C Vo tel que d Vo (u, V) — 
\\u — u\\ Va , il revient au meme — modulo un terme d'erreur lineaire en d Vo (u, V) — 
de majorer (|46f avec (s, su) au lieu de (s, su) (sous reserve, dans le cas p-adique, 
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d'avoir verifie que u appartenait bien a 2? V a)- Le point remarquable est alors le 
suivant. La fonction analytique definie dans le disque unite de C„ par 

= ^ oex P(G xG)(C„ )J [z,ZU) 

admet des derivees (divisees) qui sont elles-memes des combinaisons lineaires tres 
simples des f T >, avec \t'\ — |r|+ordre de derivation, car (l,u) G W <g> C„ . Un 
lemme d'interpolation permet alors de majorer aisement |/i-(s)|u en fonction des 
valeurs |/x'(so)k P our < So < So et \t'\ < 2(g + l)T. 

Ce schema de demonstration ne depend pas vraiment de la nature, archimedienne 
ou p-adique, de la place vq. Neanmoins, il me semble preferable dans un souci de 
clarte pour la presentation de distinguer ces deux cas. 

4.5.1. vq archimedienne. Avant d'enoncer la proposition principale, commengons 
par quelques resultats preliminaires usuels dans ce contexte. 

Lemme 4.16. // existe une constante C2§ > 1 ayant la propriete suivante. Soit 
z = (z ,...,z„) G t Go (C Vo )®t G (C Vo ), X= (Ao,Ai,...,An) G N x JlLi N^ +1 et 
h = (ho, • • • , hg-i) G N dlmW/ . Alors la valeur absolue du coefficient j^-2?^ r 6 A (z) est 
majoree par 



Jh| + |A| 




| exp |c 26 |A;|(1 



l z j|Uo) Pl 



(voir (|4"3| pour la definition de Q x ). 



La preuve de ce lemme est essentiellement la meme que celle du lemme 14.121 en 
tenant compte de l'inegalite (fl"2"ll . 

Soit m G N, h G N dimH/ et F = F PiVo la fonction associee a P. Soit egalement 
(comme dans l'introduction) u un vecteur de V ® VQ C pour lequel d^ (u, V) — 
\\u — u\\ Vo . Le theoreme des accroissements finis applique a la fonction 

x i — ► — D^F(m, mu + xm(u — u)) 

de la variable reelle x G [0, 1] entraine alors immediatement le 

Lemme 4.17. (Comparer avec le lemme 8 de [15]). II existe une constante C27 > 1 
ayant la propriete suivante. Avec les notations ci-dessus, la valeur absolue de la 
difference 

—V*F{m, mu) - ^P^F(ra, mu) 



est majoree par 

max{|p A L} I II H w ill«o I md V0 (u,V) 



'g-t 

T+lo e (D ) 
L 27 



V =1 



x max 

An 



^o 0) (m)|}xexp|c 27 ^A(l 



+ mWutWvgY* 



pourvu que d Vo (u,V) < 1. 



Nous aurons aussi besoin du lemme d'interpolation suivant, du a Waldsch- 
midt [32]. Si x est un nombre reel positif et / une fonction definie sur le disque 
ferme D(0,x) = {z G C ; \z\ < x}, on note \f\ x la borne superieure des |/(z)|, 
zgD(0,x). 
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Lemme 4.18. Soit S±,Ti des entiers naturels strictement positifs et R > r > 2Si 
des nombres reels. Soit f une fonction analytique (d'une variable complexe) dans 
le disque D(0, R). Alors on a 



l/lr'J ->|/|r(~ 



T1S1 



x max 

0<fc<T 1 
0<m<Si 



X! /(ft)(m) 



De la sorte, pour m < S et au moyen des inegalites du lemme 14, 14 le majorant 
du lemme [4.171 s'ecrit plus simplement 

max { \p x | Vo } max { 1 , 1 1 Wj \ \ Vo } C2sT e c ™ u d Vo (u, V) 

pour une certaine constante C28 > 1 et ou j parcourt Pensemble {1, . . . ,g — t}. 
Le resultat central de ce paragraphe est le suivant. 



Proposition 4.19. Supposons que \ogd Vo (u,V) < ~ CqU . Alors 



\u\v < e c/ max{|p A |,; }max{l, 



Wn-t 



,} 



C T 



Demonstration. Soit f : C — > C la fonction entiere definie par 

i{z) = -VlF{z,zu) . 

TI 

Soit x := (xq = 1, x\i ... , Xg-t) les coordonnees de (1, u) dans la base w. La hauteur 
L 2 de Wi est projective et quitte a multiplier Wi par un entier assez grand3 (pour 
1 < i < 5 — nous pouvons supposer que < 1. Pour tout entier i > 0, la 
derivee £ Sme de f verifie la formule 

= L h j x (r+j; 



777 Z!l) 



et done il existe une constante C29 > 1 telle que 



(47) 



max 



f W ( S0 ) 



< c 



oc, 



max 



2? J 

—F(sn, s u) 



Si Ton remplace u par it dans le membre de droite de cette inegalite, le terme 
obtenu est nul par construction de F. Par consequent, le lemme de comparaison l4.17l 
entraine la majoration 

f W (*o) 



max 

t<(g+l)T 



< e max{|p A | t , }max{l, ||i/;j||„ } 



c 30 T 



De meme, le lemme [4.161 conduit a la majoration 

|f| R <max{|p A | t , } e ( c/ / 2+ ^- 1 Co ^( 1+R ll"'ll"o) Pl ) x max 

A A o 

(48) l-ol<R 



TO 



x max i \\w 

j 



j \\v Q 



c 3 iT 



valide pour tout nombre reel R G [l,du (u, V) ]. En prenant R := 2e(<? + 1)5, 
nous constatons que le produit des deux dernieres quantites de la premiere ligne 
du membre de droite de ([4*8|) est inferieure a e u , ce qui fournit la majoration plus 
simple 



| R < max{|p A |i, }max{l, ||iUj||„ } 



c 31 T e u 



*Par exemple, 2max{l, [|a;i|] , . . . , [|&g-t|]} convient. Cette astuce ne depend que de la place 
Vo sur k (et non du choix de la place de K au-dessus de vq). 
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Mentionnons que pour cela nous avons utilise les inegalites © et © du lemme 14,11 
Choisissons T\ := (g + 1)T, Si :— So, r := s et appliquons le lemme d'interpola- 
tion 14.181 a ces donnees et a la fonction f . II vient 

|f(s)| < e- c »%ax{|p A |}nm{l, \H\\ Vo } C32T 

A J 

(rappelons que r/Si — s/So < S/Sq < Cq), puis, par une seconde application du 
lemme de comparaison 14 . 1 7| nous obtenons 



1 



VlF{s,su) 



< 2e 



-c Q v 



max{|p A |}max{l, ||w 3 ||„ } 
A j 



La borne pour \a\ VQ se deduit de cette inegalite via la minoration de \6 VOt i tSi (su)\ 
donnee par l'inegalite lfT2|) (p. fT0|) et grace au choix de e*. □ 



4.5.2. vo ultrametrique. Considerons le nombre algebrique a introduit au debut du 
paragraphe d. 51 La condition de minimalite sur (s, t|) implique que a est aussi egal 
a 

(49) ^fE^<,o) (*'«*) 

ou, comme dans la demonstration de la proposition 14. 15\ ^ J designe 

n 

^(^11*^,0 ■ 



Dans la suite, nous noterons F la somme des px^* Q . L'ecriture (|49|) pour a s'avere 
plus commode dans le cas ultrametrique car Ton connait un developpement en serie 
de \f r * , qui converge sur le disque ouvert D(0,r p ) : 



VA, 3(a u )i e O 



N 9 



\i£Ns ' / 



lorsque z = (z\, 



designe les coordonnees de z G -D(0, r p ) dans la base e 



(rappelons que c'est precisement le choix de cette base qui assure l'integralite des 
coefficients ai t x, voir § 1 1 . 1(1 - Nous avons conserve P\ (zo) intact dans ce developpe- 
ment pour des raisons pratiques afin de ne pas melanger les coefficients de P\ (qui 
n'appartiennent pas necessairement a O vo ) avec les a- lt \ € O vo , Pour tout multiplet 
h = (ho, h') G N x N 9 et tout element (zq, z) G to (Q Vo ) x D(0, r p ), nous obtenons 
alors 



(50) 



2£ 
h! 



F(z , z) = J2 



P\- 



A.i 



h \ (i - h 



(i parcourt {(zi, . . . , i g ) G N 9 ; V j G {1, . . . , g}, ij > hj}). Pour j un entier naturel, 
notons (T p (j) la somme des chiffres de j ecrit en base p (le nombre premier p est 
la caracteristique residuelle de Vq)- On sait que la valuation p-adique de j\ est 
(j — a p(j))/(P ~ 1) ce Qui entraine |j!|„ > et, plus generalement, pour i G N s , 

|i!|« — r p' s i bi en Q 116 l z Vi!|fo — 1 pour z G D(0,r p ). De Pegalite l(50|) et de 
l'inegalite ultrametrique se deduit la majoration 



(51) 



-^F(z ,z) 



< max{|pA|w }max 

A An 



,(fto) 



(*b) 



h \ 
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valide pour tout (zq,z) £ tc„(C VQ ) x D(0,r p ). Cette inegalite se generalise imme- 
diatement a une base quelconque e' = (e' , . . . , e') de tG xG(C Vo ) en multipliant le 
membre de droite par nf=o ll e jll«o- De la meme facon, l'estimation 

Iz'-z'^llz-^ILmaxlllzllUKIk}'^ 1 
conduit au lemme de comparaison suivant. 

Lemme 4.20. Supposons que d Vo (u,V) — \\u — u\\ Vo est strictement inferieur a 
r p . Alors, pour tout couple (m, h) G N x N dlmW/ ; \ a valeur absolue de la difference 

^-F(m,mu) — ^-F(m,mu) est majoree par 



max{|pxL} max 

A Ao 



r 




1 









g-t 

3=1 



La condition \\u — u\\ Va < r p equivaut a \\u\\ Vo < r p (puisque \\u\\ vo < r p ) et 
assure de la sorte la coherence de l'enonce. 

Enfin, comme dans le cas archimedien, nous aurons besoin d'un lemme d'inter- 
polation (en une variable), du a Roy [26]. 

Lemme 4.21. Soit Si,Ti des entiers > 1 e£ R > r > 1 des nombres reels. Posons 



Si - CTp(Sl) 

p-1 



logp 



Soit f : -D(0, R) — > C p une fonction analytique. Alors 



l/L rp 

< p 1 max < max 



r (Si + l)T: 



0<m<Si 
0<)i<T 1 



/W(m) 



hi 



(Si + 1)T! 

I/Ir 



Demonstration. II s'agit d'un cas tres particulier du corollaire 1.2 de [26] qui avait 
ete conjecture par P. Robba en 1978. Avec les notations de cet article, choisis- 
sons K = C p , n = p = 1, E = ft = {0,...,Si}, L = M = (S± + 1)T X . 
L'enonce de Roy donne le resultat avec A(E)S(E) a la place de p~ K , ou A(E) = 
min xeB n yeE \{x} \v ~ x \v et H E ) = mirixjiyeE \y - x\ Vo , En observant que 

Si-°- P (Si) r iog Si i 

A(£) = |Si!|„ = |p|„ et 6(E) = \p\l^ J , 

on a A(E)S(E) = \p\% = p-'\ □ 

Ces preliminaires a l'extrapolation etant acquis, nous allons etre en mesure de 
demontrer la 

Proposition 4.22. Supposons que logd„ (u, V) < — Cq(1 + (logr~ 1 )/ logr){7. 
|a|-u ^ e _c/ max{|p A |« }max{l, Hwjll^} 007 . 

A J 

Demonstration. Elle suit d'assez pres celle de la proposition 14.191 en comportant 
neanmoins quelques variantes liees, en particulier, a la finitude du rayon de conver- 
gence de l'exponentielle p-adique. Soit D u = {z 6 C p ,zu £ 3~ Vo \ et f : D u — > C p 
la fonction definie par i(z) = ^V^F(z,zu). L'hypothese log dt, (u, V) < -C%U 
entraine la majoration ||u — u||„ < ||u||u Q et done ||u||„ = ||u|| Vo , ce qui assure 
l'analycite de f sur D u . Les derivees de cette application verifient la meme for- 
mule que dans le cas archimedien et la majoration (|47f est vraie avec C29 = 1. Le 



ETUDE DU CAS RATIONNEL 



33 



lemme [4.201 entraine alors 
(52) 

' f <*>(«„) 



max 

0<s <S 
0<«<(g + l)T 



< max { \px | v } max 



'»0<(s + 1 ) T 
S 0< S Q 



h \ 



d Vo (u,V) 



x max{l, \\wi\\ Vo , . . . , \\wg-. t \\v } 2{9+1)T 
<max{|p A |„ }max{l, \\wj\\ Vo } 2( - 9+1)T 

3 

xexp{-C 2 (l + (logr- 1 )/logt)C/} • 
En outre, de Pinegalite <f5T|) et de la remarque qui suit, nous deduisons la majoration 



| R < max{|p A |i. } max 



T ! 



n iK- lis 



valide pour tout R dans l'intervalle 



0,- 



En appliquant le lemme d'interpola- 



tion l4~2T1 avec Si := S , T x := (g + l)T, r := 1 et R := xr~ 1 a la fonction / := f. Le 
nombre k = (So — a p (So))/(p — 1) + [log So/ log p] de ce lemme est naturellement 
majore par So/(p— 1) + (log So)/ log p et le choix des parametres entraine 

pK (g+i)T < ( r -i)(9+i)TSo e c/ < exp{C 3/2 (l + (bgr-^/logt)^} • 
De la sorte, et grace a l'estimation (|52| . nous obtenons 

' f W (*o) I 



p<3+DT max 

0<a <S 
0<f<(3 + l)T 



/:! 



< max{b A U}max{l, \\w \\ Vo } 2(g+1)T e~ c ° u 
j 

Et par ailleurs nous avons 

(S + 1)(3+1)T 



P 



K ( S +1)T 



I/If 



<ina«{|j>AL}nuK{l,||ti; i || B0 } 2(ff+1)T e- o » u ■ 

3 

Le lemme [4.211 implique alors 

|f(s)| < \i\i<vw{\p^}v^{\\w j \\^} c " T e- c o' u 

A 3 

et nous concluons avec le lemme l4~20l 



□ 



4.6. Fin de la demonstration. Comme nous l'avons vu, le nombre algebrique a 
introduit au paragraphe precedent est non nul et satisfait done a la formule (du 
produit) : 



(53) 



E[K V : Q v ] ^ [K v : Q v ] 

y K , qj log = - 2^ . lo S 



V place de K 



[# : Q] 



D'apres les propositions ^. 1 ll et 14. 131 (appliquees avec (zo, z) — (s, su)), il existe une 
constante C35 telle que le membre de gauche soit majore par 



g-t 



(54) 



c 35 T(xH + J2h L2 (w i )) + h(P)+J2D i h(sp i ) + ^((P Xo )) 
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Au passage, il faut noter qu'apparait dans le majorant du membre de gauche de lf53|) 
la quantite 

1 , 1 



[K:Q] 



v1v 
LS{1,...,. 



.4 



qui, en vertu de la formule du produit, vaut 



(«u),(l:0:...:0)) 



Dj 



[k:Q] 



log AW(^ Oii , Ei ( SU ),(l:0 



0)) 



expression qui elle-meme est plus petite que C36 Yi=i Di(h(spi) + 1) pour une cer- 
taine constante C36 > 1. La somme ([551 ci-dessus est done bien comprise dans le 
majorant pip. Par construction, nous disposons d'une majoration de la somme des 
h h 2(wj) (voir S I4.1.3P ainsi que de la hauteur de P, donnee par la proposition ^. 151 
En vertu du lemme l4~6t la quantite \h est bornee. Les lemmes |4~T1 et l4~2l montrent 
alors que la quantite f54|) est majoree par U/(CqD). Quant au membre de droite 
de l'egalite {EH, il est minore par U/D - h(P) - C £ j h i 2 ( w j ) > ^A 2 - ) des 
lors que logd„ (u,F) < -C7 3 C/ (resp. logd„ (u,F) < -C7 3 (l + (logr^ 1 )/ logr)[/) 
si «o est archimedienne (resp. ultrametrique) . Nous constatons alors une contradic- 
tion avec le majorant U/(CqD). Ce qui conclut la demonstration des theoremes ll.21 
et 11.31 (en observant pour ce dernier que le terme 1 + (logr" 1 )/ logr est majore par 
C37log(r+ l)/logr pour une certaine constante absolue C37). 
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